ОСНОВЫ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ В ЗАДАЧАХ СТРОИТЕЛЬНОЙ ИНФОРМАТИКИ.

1. Геометрические характеристики сечений.

При решении ряда задач механики требуется определять характеристики плоских однородных пластин, в том числе: размер их площадей - F, координаты центра тяжести (массы) пластины - (xцт, yцт), их статические и динамические моменты инерций относительно декартовых осей – Sx, Sy, Jx, Jy, Jxy. В других задачах механики часть этих характеристик требуется определять для плоских сечений тел. Вычисления этих характеристик сечения, называемых геометрическими характеристиками сечения, производятся по интегральным формулам:
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,  [image: image16.png]Jey = I, xydxdy
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	(1.1)


здесь производится интегрирование по области D, занимаемой пластиной или сечением.
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Введя дополнительные оси декартовой системы координат – x’, y’, проходящие через центр тяжести (масс) сечения, получим следующие формулы:
	F=F′,  Sx′=0,  Sy′=0,  Jx=Jx′+y02∙F,  Jy=Jy′+x02∙F,  Jxy=Jxy′+x0∙y0∙F,
	(1.2)


здесь x0 и y0 – координаты центра тяжести (масс) сечения в системе координат (x, y), а геометрические характеристики сечения со знаком ′ получены в системе координат (x’, y’)
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Таким образом, получив характеристики сечения в системе координат, связанной с их центром масс, легко их пересчитать в любую другую систему координат. Не представляет труда по интегральным формулам вычислить геометрические характеристики простых сечений (многоугольник, эллипс и т.п.). Для наиболее простых сечений эти формулы можно найти в справочниках. В частности для прямоугольных сечений будет:
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,
где a и b – стороны прямоугольника вдоль осей x и y соответственно.
	(1.3)


В ряде случаев более сложные сечения можно разбить на наиболее простые сечения. Зная геометрические характеристики наиболее простых сечений, для каждого из них в системе координат, связанной с его центром тяжести (масс), можно затем их пересчитать в общую систему координат для всего сечения. Каждая из характеристик сечения равняется сумме характеристик простых сечений, на которые разбито сложное сечение.
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2. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ.
2.1. Понятие о формулах численного интегрирования.
Пусть требуется вычислить определенный интеграл вида 


[image: image37.wmf]ò

=

b

a

x

d

x

f

S

)

(

.

Для многих функций 
[image: image38.wmf]f

x

(

)

 первообразные представляют собой достаточно сложные комбинации элементарных функций, либо вовсе не выражаются через них. В таких случаях использование формулы Ньютона-Лейбница на практике не представляется возможным. Во многих практических случаях достаточно получить значение интеграла с заданной точностью 
[image: image39.wmf]e

. Для вычисления приближенного значения интеграла существуют формулы численного интегрирования. Суть построения формул численного интегрирования состоит в следующем.

Разобьем отрезок 
[image: image40.wmf][

]

b

a

,

 на N частей. Для простоты изложения положим эти части одинаковой длины 
[image: image41.wmf]N

a

b

h

h

/

)

(

:

-

=

.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Рис. 2.1.
Пронумеруем точки разбиения, как показано на рисунке:
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при этом 
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Исходный интеграл может быть представлен в виде суммы интегралов по отрезкам:
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Интегралы 
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 вычисляются по приближенным формулам. 

Простейшие формулы для приближенного вычисления интегралов по отрезку называются квадратурными формулами. Рассмотрим некоторые из них ниже, а также изучим вопросы их точности. Порядок точности квадратурной формулы определяется степенью полинома (многочлена), для которой эта квадратурная формула точна.

2.2. Формула прямоугольников (формула «средних»)

Заменим на i-ом участке интегрируемую функцию постоянной величиной, например, равной ее значению в средней точке (рис. 2.2):
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Рис. 2.2.
Тогда интеграл на отрезке заменяется площадью прямоугольника (формула прямоугольника или формула «средних»), т.е.
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(2.1)   

и вычисление исходного интеграла сводится к вычислению суммы
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(2.2)   

Случай точных вычислений. Как следует из построения, квадратурная формула прямоугольника даёт точный результат интегрирования для функций, постоянных на i-ом участке (
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1.) точное интегрирование
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2.) интегрирование по формуле «средних» прямоугольников
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Результаты точного и численного интегрирования совпадают.

2.3. Формула трапеций

Заменяем на i-ом участке интегрируемую функцию линейной функцией 
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Рис. 2.3
Тогда интеграл на отрезке заменятся площадью трапеции (
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(2.3)   

Вычисление исходного интеграла сводится к вычислению суммы


[image: image66.wmf]å

ò

-

=

+

+

»

=

1

0

1

2

)

(

N

i

i

i

b

a

f

f

h

x

d

x

f

S

,

или


[image: image67.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

»

=

å

ò

-

=

1

1

0

2

)

(

N

i

i

N

b

a

f

f

f

h

x

d

x

f

S

 .


(2.4)   

Случай точных вычислений. Как следует из построения квадратурная формула трапеций дает точный результат интегрирования для функций, линейных на i-ом участке (
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2.4. Формула Симпсона

Разобьем интервал интегрирования на четное число отрезков. Рассмотрим сдвоенный участок [
[image: image69.wmf]1

1

,

+

-

i

i

x

x

]. Построим параболу 
[image: image70.wmf]C

Bx

Ax

x

y

+

+

=

2

)

(

, принимающую в точках 
[image: image71.wmf]1

1

,

,

+

-

i

i

i

x

x

x

 значения 
[image: image72.wmf])

(

,

)

(

),

(

1

1

1

1

+

+

-

-

=

=

=

i

i

i

i

i

i

x

f

f

x

f

f

x

f

f

 (рис. 2.4).

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Рис. 2.4.

Такая парабола может быть представлена формулой 
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Делая замену переменных, вычислим приближенное значение интеграла 
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Параметры  
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В итоге получим квадратурную формулу Симпсона
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Общая формула для вычисления приближенного значения интеграла примет вид
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Суммирование ведется только по нечетным i. Если перегруппировать члены суммы, получим
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Случаи точных вычислений. Как следует из построения квадратурные формулы Симпсона дают точный результат интегрирования для функций, имеющих вид квадратичной параболы на сдвоенном участке [
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 – средняя точка сдвоенного участка), формула Симпсона точна для функций, имеющих вид кубической параболы на этих участках. Это утверждение достаточно проверить для 
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2.) интегрирование по формуле Симпсона
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Результаты точного и численного интегрирования совпадают.

2.5. Точность квадратурных формул

Оценка точности квадратурных формул основывается на использовании разложения подынтегральной функции в ряд.

Для формул прямоугольников и трапеций оценка даёт одинаковые результаты и сводится к виду 
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Иными словами, погрешность пропорциональна 
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(второй порядок точности).

Следует отметить, что оценка справедлива лишь при существовании 
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Погрешность вычисления интеграла по методу Симпсона, оцениваемая таким же образом, приводит к формуле
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т.е. имеет 4-й порядок точности. Если четвертая производная существует и невелика, то формула Симпсона очень точная, что выгодно при ручном счете. В общем случае, например для кусочно-линейных функций, формула Симпсона не всегда обеспечивает высокую точность.
3. Численное вычисление производных.
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Рассмотрим функция y(x), заданную на отрезке [a, b]. Требуется найти значения производных этой функции в точках указанного отрезка. При этом в силу способа задания функции (например, функция рассчитывается численно) мы не можем найти производные аналитическими методами. В этом случае можно использовать численные методы нахождения производных. Для пояснения одного из численных методом изобразим график функции (рис. 3.1). 
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Рис. 3.1

Разобьём отрезок [a, b] на (N-1) отрезков. Введём обозначения:

xi – координаты точек разбиения,

i – номер точки разбиения (i = 1, 2, …, N),
hi = xi+1 – xi – длина i-ого отрезка (шаг разбиения),

yi = y(xi), при этом y1 = y(a),  yN = y(b).

Согласно определению производной, её значение в точке xi равно [image: image108.png]


.
Отсюда получаем примерное выражение для значения производной функции в какой-либо точке xi* отрезка [a, b]: [image: image110.png]


. Если мы примем значение xi*=xi, то получим выражение для примерного значения производной в точке xi, которая называется левой разностной производной
[image: image112.png]








(3.1)

Взяв xi*=xi+1, получим выражение, которое называется правой разностной производной
[image: image114.png]


 





(3.2)

При xi*=xi+hi/2, получим центральную разностную производную. При равенстве hi+1 = hi = h, центральную разностную производную можно записать также в виде
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(3.3)


При 
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, в соответствии с определением производной, все три величины будут стремиться к 
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Вторая производная в 
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-ой точке может быть приближенно представлена разностным отношением в виде разности от первых, например,
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 – «средний» шаг, при 
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(3.4)

Здесь предложена наиболее употребляемая формула второй разности.

3.3. Порядок аппроксимации производных

Точность аппроксимации значений производных разностями зависят от величины шага разбиения. Для упрощения оценок предположим, что hi=h=const. По формуле Тейлора:
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Тогда для правой разности получим
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Аналогично для левой разности 
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т.е. также имеет место первый порядок аппроксимации.

Рассмотрим также центральную разность
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 – аппроксимация второго порядка.

Следовательно, центральная разность, как правило, является более точной аппроксимацией первой производной.

Установим порядок аппроксимации для второй производной
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 – аппроксимация второго порядка.

Подобным образом можно установить порядок аппроксимации для любой разностной формулы.
4. МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ (МНК)
4.1. Понятие о методе наименьших квадратов.

Пусть имеются результаты серии экспериментов:

	x
	x1         x2    . . . xi   . . .   xn

	y
	y1          y2    . . . yi   . . .   yn


где  i – номер опыта,  xi , yi -результаты эксперимента. 

Как правило, целью эксперимента является выявление зависимости между величинами x и y. Например, если экспериментальные точки на плоскости xOy  располагаются достаточно близко от некоторой кривой, то целесообразно получить аналитический вид этой кривой в виде 
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. Чаще всего такая задача решается при условии, что задан (из каких-либо практических соображений) вид этой кривой. Такая кривая, как правило, зависит от некоторых параметров. Определяя эти параметры можно получить оптимальное приближение искомой зависимости в классе заданного вида кривых. Обозначим 
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 – отклонения величин значений кривой и точек эксперимента по координате 
[image: image137.wmf]y

(рис. 4.1). Тогда оптимальной кривой будет такая, для которой эти отклонения будут минимальны.
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Рис. 4.1

Наиболее простым случаем является представление искомой зависимости в виде полинома. Т.е. требуется найти полином
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заданной степени m, наилучшим образом отображающий зависимость
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Таким образом, задача сводится к определению минимума 
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, где 
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 является функцией от 
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Из дифференциального исчисления известно, что условие минимума состоит в выполнении системы равенств 
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Распишем эти равенства, исходя из вида 
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Следовательно, для определения коэффициентов оптимального полинома степени 
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 требуется решить систему линейных уравнений (
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(4.1)

Уравнения (4.1) называются нормальными уравнениями.

В частности, при m=2 для получения коэффициентов оптимальной квадратичной параболы 
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 требуется решить систему линейных уравнений 3-го порядка
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Рассмотрим случай построения оптимальной прямой ( m=1): y=ax+b .
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Рис. 4.2

Параметры прямой 
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 определяются из системы уравнений:
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или, в более привычном для данного случая виде (в системе (4.1) поменяли местами уравнения и неизвестные):
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(4.2)

4.2. Применение МНК для решения переопределенных систем линейных алгебраических уравнений.

Дана СЛАУ порядка 
[image: image173.wmf]n

 относительно 
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 неизвестных:
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(4.3)

и при этом количество неизвестных меньше количества уравнений: 
[image: image177.wmf]n
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. В общем случае, такая система является несовместной и не имеет точного решения. Тогда можно найти оптимальное решение, т.е. такое, при котором сумма
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достигает своего минимума.

Сумма 
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 переменных. Для определения точки минимума 
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 (оптимального решения) повторяем аналогичные выкладки из пункта 4.1:
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Меняя порядок суммирования, получим СЛАУ относительно оптимальных значений 
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или в векторно-матричной форме:
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где коэффициенты матрицы и компоненты вектора правой части системы вычисляются по формулам
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Пример. Найти оптимальное решение системы уравнений
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Составим систему уравнений относительно оптимального решения
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Полученная система имеет вид 
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Ответ: 
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5. РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
5.1 Уравнения с одним неизвестным (скалярные).

Пусть на отрезке [a,b] задана непрерывная функция 
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 (пример на рис. 5.1).
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Рис. 5.1

Требуется найти корни уравнения 
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Решение такой задачи, как правило, распадается на два этапа:

1) определение интервалов, в которых находится только один корень (если корень существует);

2) вычисление этого корня с заданной точностью.

Для решения задачи на 1-ом этапе существуют различные аналитические подходы, связанные с определенными типами уравнений (многочлены, тригонометрические уравнения и т.д.). Однако, наиболее эффективным численным подходом является метод перебора. Он реализуется следующим алгоритмом. Задается точность, определяемая шагом 
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В интервалах, на концах которых функция меняет знак:
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находится корень уравнения. Если 
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является приближенным значением корня. Таким способом можно найти все значения корней одновременно. Недостатком метода является относительно большое количество вычислений. Число вычислений значений функции
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Точность метода может быть существенно увеличена, если этим же методом воспользоваться дополнительно на каждом отрезке, на котором было получено приближенное значение корня, но при более мелком разбиении (при меньшей величине шага). При возможном наличии нескольких корней метод перебора является достаточно эффективным при решении практических задач. Для других, более эффективных методов, существенным является допущение, что на отрезке [a,b] существует только один корень.

Замечания.

1. Достаточным признаком того, что на отрезке [a,b] существует корень, является выполнение условия 
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 (т.е. функция меняет знак на рассматриваемом отрезке).

2. Достаточным признаком единственности корня на отрезке [a,b] является постоянство знака производной 
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на этом отрезке (т.е. монотонность функции 
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).

5.1.1 Метод половинного деления

Метод половинного деления заключается в следующем. Отрезок, на котором существует корень уравнения 
[image: image224.wmf]x

~

, делится пополам (рис. 5.2). Если знак функции в точке деления отличен от знака функции в начальной точке, то корень находится в первой половине отрезка и вторая половина отбрасывается. Если знаки совпадают, то корень находится во второй половине и первая половина отбрасывается.
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рис. 5.2.

Затем аналогичные действия (шаг приближенного решения) повторяются с оставшимся уменьшенным вдвое отрезком. Это происходит до тех пор, пока длина отрезка, оставшегося после N-го шага решения, не станет меньше (. Тогда любая точка этого отрезка (например, его середина) может быть принята в качестве приближенного решения уравнения с заданной точностью ( .

Алгоритм
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Окончание вычислений происходит при достижении заданной точности:
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тогда 
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 – приближенное значение корня.

Оценка числа шагов n, необходимого для достижения заданной точности:
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5.1.2 Метод итерации


Представим уравнение (5.1) в виде
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Замечание. Такая постановка может быть и исходной.


Метод итерации состоит в следующем. Задается начальное приближение 
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(5.2)

Вычисления производятся до тех пор, пока не выполнится условие
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После этого приближенное решение принимается равным 
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Сходимость

Пусть 
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[image: image254.wmf]x

x

z

k

k

~

1

1

-

=

+

+

=
[image: image255.wmf])

~

(

)

(

x

x

k

j

j

-

=
[image: image256.wmf])

(

)

~

(

x

j

¢

-

x

x

k

=
[image: image257.wmf])

(

x

j

¢

k

z

 ,  
[image: image258.wmf])

~

,

(

x

x

k

Î

x


Пусть 
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, тогда справедлива следующая цепочка неравенств
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Из этого следует, что
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Следовательно, достаточным условием сходимости является


[image: image264.wmf]1

|

)

(

|

max

<

¢

x

j
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Количество итераций 
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, достаточное для получения приближенного решения уравнения с заданной точностью 
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 определяется из условия 
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 значения натурального логарифма от этих величин отрицательные 
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Обобщение
Если достаточное условие сходимости итераций (5.3) не выполняется, то вместо исходной задачи (5.1) можно рассмотреть эквивалентную ей задачу
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где 
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 – некоторая, специально подобранная, знакопостоянная на отрезке [a,b], функция. Тогда в итерационном процессе
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функция 
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 имеет вид
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Для сходимости так построенного итерационного процесса функция 
[image: image279.wmf]y

 должна быть подобрана из достаточного условия сходимости (5.3).

5.1.2.1. Метод простой итерации

В итерационном процессе можно, в частности, принять
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 – специально подобранное число (итерационный параметр).

Тогда алгоритм пересчета по методу простой итерации примет вид
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(5.6)

Например, возможен следующий выбор параметра 
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. Пусть на отрезке [a,b] существует только один корень, т.е. 
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Из этого следует
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Замечание. Для обеспечения на практике хорошей сходимости величина 
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 не должна сильно превышать по модулю значения 
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. Как правило, существует более эффективное значение параметра 
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, но его определение требует дополнительных оценок поведения функции и ее производной.

5.1.2.2 Метод Ньютона

Во многих случаях наиболее эффективным методом вычисления корня нелинейного уравнения является метод Ньютона. Он представляется частным случаем общего метода итераций, если принять
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и алгоритм пересчета по методу Ньютона имеет вид
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(5.7)

В этом случае
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Из этого следует, что достаточное условие сходимости имеет вид
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Замечание. При достаточной близости начального приближения x0 к корню уравнения метод Ньютона всегда сходится.

Геометрическая интерпретация.
Метод Ньютона известен также, как метод касательных. Рис. 5.3 дает геометрическую интерпретацию итераций по методу Ньютона при заданном начальном приближении корня x0.
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Рис. 5.3

Выведем формулу для вычисления 
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Отсюда получается основная формула метода Ньютона:
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Рис. 5.4.

Дополнение
В практических задачах критерием окончания счета часто является условие 
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Величина 
[image: image313.wmf])

(

k

k

x

f

v

=

 называется невязкой. Она свидетельствует, насколько точно удовлетворяется исходное уравнение.

6. УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТОГО СТЕРЖНЯ

Наиболее сложным и достаточно частым видом разрушений конструкции является, так называемая, потеря устойчивости. В курсе сопротивления материалов, как правило, дается математическая формулировка устойчивости стержня, которая представляется следующей расчетной схемой (рис 6.1)
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Рис. 6.1.

При действии достаточно небольшой сжимающей силы P на статически определимую балку, ее прогиб равен нулю. Возникает вопрос, существует ли сила 
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(6.1)

где
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Аналитическое решение данной задачи существует только при 
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6.1. Метод конечных разностей
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Замечание. Предложенная нумерация точек является наиболее удобной для построения разностных формул и алгоритмов численного решения рассматриваемой задачи.
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Рис.6.2

Рассматривая задачу (6.1) во внутренних точках разбиения и заменяя вторую производную второй разностью по формуле:
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получим:
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Для граничных точек :
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Умножая каждое уравнение для внутренних точек на 
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(6.4)

Из курса линейной алгебры известно, что ненулевое решение такой системы существует лишь при некоторых значениях 
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Таким образом, задача сводится к определению собственных чисел и векторов матрицы 
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 задачи (6.5) является критической силой, а соответствующий собственный вектор 
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 и соответствующая ей форма потери устойчивости. Отметим также, что форма потери устойчивости на самом деле является формой разрушения конструкции, поскольку величина 
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 определена с точностью до множителя и, следовательно, может неограниченно возрастать. 

6.2. Вычисление минимальной критической силы степенным методом

Умножая матричное уравнение (6.5) на 
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Т.е. для определения минимальной критической силы достаточно вычислить максимальное собственное число матрицы 
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- задается 
[image: image363.wmf])

0

(

v

 – произвольный ненулевой вектор ,

- вычисляются:


[image: image364.wmf]...

,

2

,

1

,

,

1

,

)

(

1

)

1

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

=

=

=

=

-

+

k

y

B

A

v

v

y

v

k

k

k

k

k

k

k

l

l

 ,

до тех пор, пока не выполнится условие 
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7. КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА

Краевая задача для уравнения Пуассона является математическим описанием разнообразных  технических задач: задачи изгиба мембраны, задачи стационарного распределения температуры в конструкциях, задачи кручения стержня, входит главной составной частью в задачи  теории упругости  и т.д.

Пример. Кручение стержня.
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Рис. 7.1

Задача кручения стержня состоит в определении напряженно-деформированного состояния при действии на стержень крутящего момента. При этом часть напряжений известна (
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В теории упругости показывается, что из уравнения равновесия и совместности деформаций вытекает, что касательные напряжения выражаются следующими формулами:


[image: image374.wmf]y

U

G

x

¶

¶

q

t

=

,   
[image: image375.wmf]x

U

G

y

¶

¶

q

t

=

,

где


[image: image376.wmf]G

 – модуль упругости сдвига,
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 – функция Прандтля (функция кручения), являющаяся решением краевой задачи:
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 – оператор Лапласа.

Замечание. Часто оператор Лапласа обозначается в виде 
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7.1. Общий вид формулировки краевой задачи для уравнения Пуассона

Пусть краевая задача рассматривается в относительно некоторой области ( (рис. 7.2).

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Рис. 7.2
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В зависимости от условий на краях области (краевых условий) краевая задача может иметь разные названия. В частности: 
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  –  задача Дирихле (первая краевая задача),
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  –  задача Неймана (вторая краевая задача),

где


[image: image391.wmf]y

U

v

x

U

v

v

U

¶

¶

¶

¶

¶

¶

2

1

+

=

 – производная по нормали.

Если на одной части границы заданы условия задачи Дирихле, а на другой – условия задачи Неймана, тогда таким образом сформулированная задача называется смешанной краевой задачей.

7.2. Решение задачи Дирихле методом конечных разностей

Рассмотрим задачу Дирихле в прямоугольной области 
[image: image392.wmf]W

 (рис. 7.3).
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Рис. 7.3

Тогда ее математическую формулировку можно представить в виде:
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(7.1)

Здесь все величины заданы, кроме функции U(x,y) – искомая функция.

Примечание. При решении задачи на ЭВМ естественным является направление оси 
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 вниз, поскольку это соответствует естественному порядку вывода (печати) на экран и принтер (вывод информации последовательно сверху вниз).

Разобьем исходную прямоугольную область на мелкие прямоугольники с помощью сетки с шагом 
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 – число узлов сетки по 1-му и 2-му направлению, соответственно (рис. 7.4).

Будем рассматривать задачу (7.1) в узлах сетки. Каждый узел сетки имеет номер, определяемый двумя величинами 
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Вторые производные для внутренних узлов сетки 
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Тогда краевая задача в конечных разностях примет вид

Для внутренних узлов
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для граничных узлов:   
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Т.е. для определения 
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С алгоритмической точки зрения наиболее простыми способами решения такой системы являются итерационные, в частности, метод Зейделя и метод простой итерации. Для этого, выделив из уравнений (3.2) диагональный член 
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Далее, задав начальное приближение 
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Здесь и в дальнейшем 
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Счет ведется до тех пор, пока не будет выполнено условие
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где


[image: image433.wmf]e

 – заданная точность,


[image: image434.wmf]k

z

 – оценка погрешности на 
[image: image435.wmf]k

-ом шаге итерации.

Примечание. Сходимость метода Зейделя для задач такого типа доказывается в более подробных курсах вычислительной математики. Она следует из, так называемой, положительной определенности оператора (матрицы) краевой задачи. Отметим, что в данном случае диагонального преобладания нет (и не требуется).

8. ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Многие практические задачи, связанные с планированием производства, экономические задачи, расчет конструкций и т.д. сводятся к, так называемой, задаче математического программирования. Такая задача состоит в вычислении максимума (минимума) функции цели 
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. Наиболее простым представителем такой задачи является задача линейного программирования.

8.1 Формулировка задачи линейного программирования

Дана линейная целевая функция
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и система 
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 линейных неравенств-ограничений (
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а также дополнительные ограничения
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Требуется найти максимум функции 
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 при выполнении заданных ограничений (8.2)-(8.3).

Короткая (стандартная) форма
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Матрично-векторная форма
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где


[image: image455.wmf]c

 – вектор целевой функции,


[image: image456.wmf]b

 – вектор ограничений,


[image: image457.wmf]A

 – матрица ограничений.
8.2. Пример формулировки и решения
задачи линейного программирования

Задачи линейного программирования достаточно содержательны с практической точки зрения и при этом, как правило, имеют решение в классе точных методов, представителем которых является ,например, симплекс-метод.

Рассмотрим практический пример из строительства.

Имеется растворный узел, производящий бетон двух видов (в зависимости от расхода цемента, песка и щебня). Исходные данные по работе такого узла могут быть представлены таблицей

	
	Расход сырья на единицу
	

	   Вид сырья
	продукции
	  Запас сырья

	
	1й тип бетона
	2й тип бетона
	

	Цемент
	0.25
	0.25
	1.5

	Песок
	0.25
	0.5
	2.5

	Щебень
	0.5
	0.25
	2.5

	Цена ед. продукции
	2
	1
	


Пусть
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 – количество выпущенного бетона 1-го типа,
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 – количество выпущенного бетона 2-го типа,

тогда
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При этом имеет место следующий расход материала:
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щебня:      
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В правой части неравенств (*) присутствует ограничение, связанное с реальным запасом материалов в растворном узле.

Задача состоит в таком планировании производства (то есть определении 
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 и 
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 – плана выпуска), при котором величина дохода 
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 максимальна, т.е. найти точку максимума функции z
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(**)

Здесь неравенства (*) для упрощения расчета умножены на число «4». Последние два неравенства являются очевидными, поскольку в нашем случае объем выпускаемой продукции не может быть отрицательным.

В матричной форме: найти вектор 
[image: image469.wmf]x

, при котором функция 
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где
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8.2.1. Геометрическая интерпретация

Как следует из аналитической геометрии, каждое из неравенств-ограничений (**) задает некоторую полуплоскость. Их совокупность определяет некоторый выпуклый многоугольник 
[image: image474.wmf]W

. Он представлен на рис.8.1. Его называют многоугольником ограничений. Очевидно, что искомые значения 
[image: image475.wmf]1
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 и 
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 принадлежат этому многоугольнику.

Среди точек области 
[image: image477.wmf]W

 необходимо отыскать такую, в которой функция z принимала бы максимальное значение.
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Рис. 8.1.

Выясним геометрический смысл целевой функции 
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.

Из аналитической геометрии известно, что расстояние 
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 от точки (
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Поскольку в рассматриваемой задаче 
[image: image486.wmf]0
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, то 
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 пропорциональна 
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 и максимум значения 
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 достигается в точке, максимально удаленной от прямой 
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.

Теперь задачу можно поставить так.

Среди точек многоугольника 
[image: image491.wmf]W

 найти точку, наиболее удаленную от прямой 
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Из рис. 8.1 видно, что такой точкой будет точка пересечения прямых:
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т.е. одна из вершин многоугольника. Решая эту систему уравнений, находим координаты искомой точки:
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Следовательно, в соответствии оптимальному плану (наибольший доход) нужно выпускать 4 единицы бетона 1-го типа и 2-го единицы бетона 2 типа. При этом будет получен доход
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Предложенный метод решения – геометрический. Он пригоден для случая лишь двух-трех переменных. Перечислим некоторые широко употребляемые термины задач линейного программирования:

Многогранник ограничений – область допустимых значений.

Допустимое решение – точка, удовлетворяющая всем ограничениям.

Опорное решение – одна из вершин многогранника ограничений. Оно удовлетворяет всем ограничениям и, по крайней мере, 
[image: image497.wmf]n

 из них обращает в равенство.

Оптимальное решение – точка удовлетворяющая всем ограничениям, в которой функция цели принимает максимальное значение.

Замечание 1. Из теории задач линейного программирования известно, что оптимальное решение достигается в одной из вершин многогранника ограничений. Однако прямой перебор вершин занимает слишком много времени. Поэтому разработаны методы, которые позволяют вести направленный перебор вершин (с увеличением величины z). Из таких методов наиболее используемым является симплекс-метод, алгоритм которого излагается в специальных курсах.

Замечание 2. Многогранник ограничений может быть неограниченным или сами ограничения могут быть противоречивыми. Эти случаи требуют специального рассмотрения.

Замечание 3. В реальной задаче линейного программирования помимо ограничений типа неравенств могут быть ограничения в виде строгих равенств. Такое равенство можно представить как совокупность двух неравенств. Например, равенство
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может быть записано в виде двух неравенств
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