Глава 1

Введение в динамику. 
Движение материальной точки 
1.1. Основные понятия. Модели материальных тел
      Среди практических задач механики лишь небольшое число допускает чисто статическое или чисто кинематическое решение: в большинстве случаев необходимо полное, т.е. динамическое исследование тех или иных механических явлений. Дело в том, что между действующими силами и движением существует глубокая внутренняя связь, изучением которой и занимается динамика. 

      Как известно, под механическим движением понимают изменение с течением времени положения тела в пространстве по отношению к другим телам. Изучая движение какого-либо тела, необходимо указать другое тело – тело отсчёта, по отношению к которому рассматривается движение. С телом отсчёта жестко связывают систему координат. Тело отсчета, связанная с ним система координат и счетчик времени – часы образуют систему отсчёта. В классической механике считается, что время не зависит от движения и одинаково во всех точках пространства и во всех системах отсчёта. 

      Теоретическая механика является естественной наукой, опирающейся на результаты опыта и наблюдений и использующей математический аппарат при анализе результатов этих наблюдений. Но изучая какое-либо явление, мы не можем охватить его во всем многообразии. Отвлекаясь при изучении механического движения материальных тел от всего частного, менее существенного, второстепенного и учитывая только те свойства, которые в данной задаче являются определяющими, мы приходим к рассмотрению различных моделей материальных тел, представляющих собой ту или иную степень абстракции. 

      Дадим определения основных моделей, используемых в теоретической механике.

1. Материальное тело, размерами и различием в движении отдельных точек которого можно пренебречь в рамках рассматриваемой задачи, называется материальной точкой. 

2. Любое множество взаимодействующих материальных точек называется механической системой. 
3. Если расстояние между любыми двумя точками механической системы не изменяется при любых механических взаимодействиях, то такая механическая система называется геометрически неизменяемой. 
4. Если масса системы непрерывным образом распределена по объему, занятому системой, то такая механическая система называется сплошным телом. 
5. Геометрически неизменяемое сплошное тело называется абсолютно твердым телом. 

      Выбор той или иной модели определяется характером рассматриваемой задачи. Одно и то же тело в различных задачах может описываться различными моделями. Так, например, оператор радиолокатора рассматривает самолет как материальную точку, поскольку его интересуют в первую очередь координаты цели, т.е. расстояния во много раз превышающие размеры самолета. Пилот того же самолета помимо координат должен учитывать ориентацию самолета относительно Земли, но может пренебречь, например, небольшими колебаниями отдельных его частей. Таким образом, для задач, решаемых летчиком, вполне подходит модель абсолютно твердого тела. При расчете же корпуса самолета на прочность учет этих же колебаний обязателен, поскольку они могут вызвать разрушение конструкции. Здесь необходима более сложная модель. 

      Правильный выбор модели во многом определяет успех решения поставленной задачи. Заметим, что среди перечисленных моделей наиболее общей, можно сказать всеобъемлющей, является модель механической системы. Следовательно, и все закономерности движения, установленные на основе этой модели, являются наиболее общими. Всякая попытка конкретизации свойств механической системы, учет особенностей той или иной среды (жидкости, газа, упругого тела и т.д.) приводит, как правило, к столь большому росту информации, что возникает необходимость специализации, возникают новые науки (теория упругости, гидродинамика. аэродинамика и т.д.). 

      Фундаментальным понятием механики является сила, которая представляет собой количественную меру механического взаимодействия материальных тел. Сила является причиной изменения движения тела, к которому она приложена. 

      Кроме внешних воздействий, т.е. сил, характер движения любого тела определяется его инертностью, которая является одним из основных свойств движущейся материи. Это свойство проявляется в способности тела сохранять свое движение при отсутствии сил и изменять его под действием сил не мгновенно, а постепенно, тем медленнее, чем больше вещества содержится в теле. Одной из количественных мер инертности (инерции) тела является масса. Заметим, что масса полностью характеризует инерционные свойства тела при его поступательном движении. 

1.2. Основные законы механики 

      Теоретическая механика относится к числу так называемых аксиоматических наук. В ее основе лежит система исходных положений – аксиом, принимаемых без доказательства, но проверенных не только прямыми экспериментами, но и многовековой практикой человечества. Справедливость следствий, логически вытекающих из этих основных положений, также подтверждается экспериментальными данными. 

      Основные законы механики обычно связывают с именем Исаака Ньютона, который впервые в наиболее полном виде сформулировал их в книге "Математические начала натуральной философии", изданной в 1687 году. В ходе исторического развития, по мере накопления знаний менялись представления исследователей о пространстве и времени. Вместе с этим уточнялась аксиоматика механики. Ниже приведена система основных аксиом механики в современном виде. 


Аксиома 1

Существует система отсчета, по отношению к которой материальная точка находится в покое или движется равномерно и прямолинейно, если на нее не действуют силы. 
      Такая система отсчёта называется инерциальной, иногда её условно называют неподвижной. 

      Строго говоря, инерциальных систем отсчёта в природе не существует, как не существует, например, и абсолютно твёрдых тел. Об инерциальности или неинерциальности той или иной системы отсчёта можно судить только на основании опыта. Все определяется характером рассматриваемой задачи. Для решения большого количества практически интересных инженерных задач вполне можно считать инерциальной систему отсчета, связанную с Землёй, пренебрегая неинерциальностью, связанной с движением Земли. При решении любых, требующих высокой точности задач, решаемых человечеством на современном этапе развития, за инерциальную принимают так называемую гелиоцентрическую систему отсчёта с началом в центре масс Солнца и осями, направленными на "неподвижные" звёзды. 


Аксиома 2   (Второй закон Ньютона.) 

В инерциальной системе отсчета произведение массы материальной точки на ее ускорение равно приложенной к точке силе: 
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      Здесь 
[image: image2.wmf]F

r

 – сила, действующая на материальную точку; 
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 – ее ускорение; 
[image: image4.wmf]m

 – масса материальной точки, которая, как видно, является мерой ее инертности. 

В самом деле, одна и та же сила сообщает точкам тем большее по модулю ускорение, чем меньше их масса: 
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и, следовательно, если 
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Аксиома 3   (Третий закон Ньютона.) 

Две материальные точки взаимодействуют с силами, равными по модулю и действующими по одной прямой в противоположные стороны.  


Аксиома 4   (Принцип независимости действия сил.) 

Если на материальную точку действует одновременно несколько сил, то ускорение точки равно сумме векторов ускорений, которые имела бы точка под действием каждой из этих сил в отдельности. 

      Пусть на точку с массой 
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 действуют силы 
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, каждая из которых сообщает точке ускорения 
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. Согласно второму закону Ньютона можно записать 
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На основании принципа независимости действия сил получаем основной закон динамики материальной точки:
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или 
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     Отсюда следует, что силы приложенные к материальной точке всегда имеют равнодействующую 
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, равную геометрической сумме приложенных сил. 

1.3. Дифференциальные уравнения движения 
        материальной точки
      Положение материальной точки в системе отсчета определяется ее радиусом-вектором 
[image: image15.wmf]r
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. Сила, действующая на точку может зависеть от положения точки, т.е. от её радиуса-вектора 
[image: image16.wmf]r
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 (например, упругая сила), скорости точки (например, сила сопротивления) и от времени. Следовательно, основное уравнение динамики материальной точки (1.1) в общем случае можно записать в виде: 
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      Это равенство, представляющее собой физический закон, устанавливающий связь между массой точки, её ускорением и действующей на точку силой, можно одновременно рассматривать как дифференциальное уравнение, в котором радиус-вектор 
[image: image18.wmf]r

 является искомой функцией, а время 
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 – аргументом. Это уравнение называется дифференциальным уравнением движения материальной точки в векторной форме. 

В зависимости от выбора системы координат можно получить различные формы скалярных дифференциальных уравнений движения материальной точки. 

      Записывая уравнение (1.2) в проекциях на оси ортогональной декартовой системы координат, получаем: 
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где 
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 – координаты точки; 
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 – проекции на координатные оси равнодействующей приложенных к точке сил. 

      Если траектория точки заранее известна, удобно использовать оси естественного трёхгранника. Напомним, что в этом случае положение точки определяется её дуговой координатой 
[image: image23.wmf]s

, а проекция вектора скорости на касательную к траектории 
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, касательное 
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 и нормальное 
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 ускорения точки определяются по формулам: 
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где 
[image: image28.wmf]r

 – радиус кривизны траектории в данной точке. Таким образом, дифференциальные уравнения движения материальной точки в проекциях на оси естественного трёхгранника имеют вид: 
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где 
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 – проекции на оси естественного трёхгранника приложенной к точке силы. 

      Мы ограничились наиболее часто используемыми случаями; аналогично можно получить записи дифференциальных уравнений движения материальной точки в других системах координат (полярной, цилиндрической, сферической и т.д.). 

      При всем многообразии динамических задач выделяют две их категории. К первой относятся задачи, в которых движение точки (или механической системы) является заданным, и требуется определить силы, под действием которых это движение происходит. В другую категорию входят задачи, в которых силы являются заданными, а движение, точнее закон движения, – искомым. 

1.4. Первая основная задача динамики
      Эта задача состоит в том, чтобы, зная массу материальной точки и кинематические уравнения её движения
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определить силу, действующую на точку, т.е. определить 
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. Задача, как видно, легко решается при помощи уравнений (1.3) и сводится к вычислению вторых производных по времени от заданных функций (1.5). 


Пример 1.1 

Груз 
[image: image33.wmf]M

 массы 
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, подвешенный на нити длины 
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, другой конец которой закреплен в точке 
[image: image36.wmf]O

, представляет собой конический маятник, т.е. описывает окружность в горизонтальной плоскости (Рис.1.1). Нить образует с вертикалью угол 
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. Определить скорость груза 
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 и силу натяжения нити 
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      Рассмотрим движение груза 
[image: image40.wmf]M

, который по условию задачи можно считать материальной точкой. Поскольку траектория точки известна, используем уравнения движения в проекциях на оси естественного трёхгранника (1.4). В рассматриваемом случае эти уравнения имеют вид: 
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      Последнее уравнение позволяет определить силу 
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 Из первого уравнения можно сделать вывод, что в процессе движения скорость точки не изменяет свою величину; определить эту величину можно из второго уравнения: 
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      Заметим, что в решении фигурирует сила реакции нити, но искомая сила натяжения нити равна ей по модулю. 
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Пример 1.2 

Автомобиль массы 
[image: image45.wmf]m

 движется по выпуклому мосту равномерно со скоростью 
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 (Рис.1.2). Радиус кривизны в середине моста 
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. Определить силу давления автомобиля на мост в момент прохождения его через середину моста. 


      Рассмотрим автомобиль в верней точке моста. Силы, действующие в направлении касательной к траектории – сила трения, сила сопротивления воздуха неизвестны. В направлении главной нормали к траектории действуют известная сила тяжести и нормальная реакция опоры, которую и требуется определить. Поэтому используем второе уравнение системы (1.4). В рассматриваемом случае это уравнение принимает вид: 
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По третьему закону Ньютона сила давления автомобиля на мост по модулю равна нормальной реакции.


Пример 1.3 

Решето рудообогатительного грохота движется поступательно по вертикали по закону 
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. Найти наименьшую частоту 
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 колебаний решета, при которой куски руды, лежащие на нем, будут отделяться от него и подбрасываться вверх. 
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      Направим ось 
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 вертикально вверх (Рис.1.3). Дифференциальное уравнение движения имеет вид: 
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Отсюда: 
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Минимальное значение нормальная реакция принимает в верхней точке, где 
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Если кусок руды отделяется от решета, то   
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   отсюда 
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1.5. Вторая основная задача динамики
      Эта задача состоит в том. чтобы, зная массу материальной точки и приложенные к точке силы, определить  кинематические уравнения ее движения  (1.5). Решение задачи сводится к интегрированию системы (1.3), т.е. системы трех совместных дифференциальных уравнений второго порядка, в которых неизвестными функциями являются координаты движущейся точки 
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 а аргументом время 
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      Выполняя интегрирование, получаем координаты точки как функции времени, но решение будет зависеть от шести произвольных постоянных (постоянных интегрирования). 

      Наличие в решении произвольных постоянных указывает на то, что под действием данной силы точка может совершать не какое-то вполне определенное движение, а целый класс движений, имеющих разные законы при разных значениях постоянных. Дело в том, что точка, на которую начинает действовать некоторая сила 
[image: image61.wmf]F
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, будет двигаться по–разному в зависимости от так называемых начальных условий, т.е. от начального положения и начальной скорости этой точки. Например, движение свободной материальной точки под действием силы тяжести может быть прямолинейным или криволинейным в зависимости от направления ее начальной скорости. 

      Чтобы сделать соответствующую задачу динамики определённой, необходимо, кроме действующих на точку сил, задать начальные условия, т.е. задать начальное положение точки и ее начальную скорость. 


Пример 1.4 

Материальная точка массы 
[image: image62.wmf]m

 совершает прямолинейное движение под действием силы, изменяющейся по закону 
[image: image63.wmf]cos
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, где 
[image: image64.wmf]o

F

 и 
[image: image65.wmf]w

 — постоянные величины. В начальный момент точка имела скорость 
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. Найти уравнение движения точки. 

      Направим ось 
[image: image67.wmf]x

 вдоль прямой, по которой движется точка, совместив начало отсчета с начальным положением точки. На основании второго закона Ньютона в проекции на ось 
[image: image68.wmf]x

 получаем: 
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Интегрируя полученное дифференциальное уравнение движения точки 
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определяем зависимость ее скорости от времени:   
[image: image71.wmf]sin
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      Поскольку 
[image: image72.wmf]vx
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, полученное уравнение представляет собой дифференциальное уравнение относительно функции 
[image: image73.wmf]()
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интегрируя которое,  определяем закон движения точки: 
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Пример 1.5

На какую высоту 
[image: image76.wmf]H

 и за какое время 
[image: image77.wmf]T

 поднимется тело весом 
[image: image78.wmf]p

, брошенное вертикально вверх со скоростью 
[image: image79.wmf]o
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, если сопротивление воздуха может быть выражено формулой 
[image: image80.wmf]22
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, где 
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 — скорость тела? 


      Направим ось 
[image: image82.wmf]x

 вертикально вверх, полагая 
[image: image83.wmf]0
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 на поверхности Земли (Рис.1.4). Дифференциальное уравнение движения имеет вид: 
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или, учитывая что 
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, вид: 
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      Уравнение 
[image: image87.wmf]()
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 представляет собой обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными. Чтобы получить зависимость скорости от времени, выполняем интегрирование с переменным верхним пределом. Учитывая начальные условия, получаем: 
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отсюда:
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      Теперь мы имеем возможность определить время подъема тела на максимальную высоту. Подставляя в уравнение (с) условия 


при       
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          получаем         
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      Остается определить максимальную высоту подъема 
[image: image92.wmf]H

. Уравнение 
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  можно рассматривать как дифференциальное уравнение относительно функции 
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представляется неудобным. 

      Помимо зависимости 
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, для определения 
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 нас вполне устраивает зависимость 
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, поскольку скорость в верхней точке известна: 
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  от производной по 
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 к производной по 
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, полагая 
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Уравнение 
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  принимает вид: 
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Интегрируя уравнение 
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                   получаем:                
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      Заметим, что соотношение 
[image: image110.wmf]()
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 представляет собой одну из форм записи теоремы об изменении кинетической энергии, которую мы докажем позднее. 



      Среди рассмотренных примеров отсутствует случай зависимости приложенной к точке силы от координаты точки. Дело в том, что этот случай выливается в целый класс движений, изучению которых посвящена следующая глава. 

Глава 2

Линейные колебания материальной точки 

2.1. Постановка задачи
      Пусть материальная точка 
[image: image111.wmf]M

 с массой 
[image: image112.wmf]m

, в силу наложенных на нее связей, движется по известной траектории, на которой установлена криволинейная система отсчета (Рис.2.1). Начало отсчета дуговой координаты 
[image: image113.wmf]s

 совместим с положением равновесия точки 
[image: image114.wmf]O

. Пусть среди сил, действующих на точку, есть восстанавливающая сила. Восстанавливающей называется сила, возникающая при смещении точки из положения равновесия и стремящаяся вернуть точку в равновесное положение. Такая сила всегда направлена в сторону положения равновесия, а её модуль пропорционален величине смещения точки из положения равновесия. Проекцию восстанавливающей силы на направление касательной к траектории можно записать в виде 
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где 
[image: image116.wmf]c

 – коэффициент пропорциональности, который называется коэффициентом жесткости.

[image: image117.png]Puc 2.1




      Природа таких сил весьма разнообразна (упругие, архимедовы, гравитационные силы и т.п.). В практическом отношении интересны задачи, в которых кроме восстанавливающей силы на точку действует сила сопротивления 
[image: image118.wmf]R

r

 и некоторая сила 
[image: image119.wmf]()
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, которую называют возмущающей силой. 

      Поскольку траектория точки считается известной, для определения закона движения используем первое из уравнений (1.4), которое в рассматриваемом случае принимает вид: 
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      Нормальная реакция 
[image: image121.wmf]N
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 наложенной на точку связи в уравнение движения не входит, поскольку она не имеет проекции на направление касательной к траектории. 

      Ограничиваясь случаем пропорциональности силы сопротивления первой степени скорости (вязкое трение при малых скоростях), получаем: 
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где 
[image: image123.wmf]m

 – коэффициент пропорциональности. 

      Рассмотрим случай периодической возмущающей силы: 

                                              
[image: image124.wmf]sin()
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      Таким образом, дифференциальное уравнение движения (2.2) принимает вид: 
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или 
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где обозначено: 
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Задача состоит в определении решения уравнения (2.5) при заданных начальных условиях: 

                                                    при 
EMBED Equation.DSMT4
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                                           (2.7)

      Следует отметить, что многие функции 
[image: image129.wmf]()
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 при определенных условиях могут быть представлены на интервале движения разложением в ряд Фурье, т.е. в виде суммы (вообще говоря, бесконечной), каждый член которой имеет вид (2.4). Тогда решение уравнения движения, в силу его линейности, может быть представлено соответствующей суммой решений уравнений вида (2.5). Таким образом, рассматриваемый случай возмущающей силы является довольно общим. 

2.2. Движение точки под действием восстанавливающей силы
      Пусть на точку действует только восстанавливающая сила. Полагая в уравнении (2.5) 
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, получаем: 
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      Здесь и в дальнейшем полагаем 
[image: image133.wmf]sx

º

, имея ввиду, что в учебной литературе обычно рассматривается случай прямолинейного движения, хотя все полученные результаты справедливы для движения точки по любой криволинейной траектории. 

      Уравнение (2.8) представляет собой обыкновенное линейное однородное дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. 

      Общее решение уравнения (2.8) имеет вид: 
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где 
[image: image135.wmf]A

 и 
[image: image136.wmf]B

 — постоянные интегрирования. 

      Дифференцируя решение (2.9) по времени, получаем закон изменения скорости точки: 
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      Для определения постоянных интегрирования 
[image: image138.wmf]A

 и 
[image: image139.wmf]B

 подставляем начальные условия (2.7), которые в принятых нами обозначениях имеют вид 

                                        при          
[image: image140.wmf]0

oo

txxxv

==;=,

&

                                            (2.11)

в уравнения (2.9) и (2.10). Получаем: 
[image: image141.wmf]oo
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 так что общее решение уравнения (2.8) принимает вид: 
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      Решение в форме (2.9) или (2.12) удобно использовать при решении задач; при рассмотрении вопросов теории более удобна другая форма решения, дающая ясное представление о характере рассматриваемого движения. Вместо постоянных 
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 и 
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 введем другие постоянные интегрирования 
[image: image145.wmf]a

 и 
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, используя формулы: 
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Решение (2.9) принимает вид: 
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или 
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Скорость точки при этом вычисляется по формуле:  
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       Движение, совершаемое точкой под действием восстанавливающей силы, называется простым гармоническим или свободным незатухающим колебанием (Рис.2.2). 

      Постоянная 
[image: image151.wmf]a

 определяет наибольшее отклонение точки от положения равновесия; ее называют амплитудой колебаний. Величина 
[image: image152.wmf]kt
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, определяющая положение и скорость точки в данный момент времени, называется фазой колебаний; 
[image: image153.wmf]a

 – начальная фаза. 

      Как видно, движение будет периодическим. Периодом колебаний называется промежуток времени 
[image: image154.wmf]T

, в течение которого точка совершает одно полное колебание. Так как через период, т.е. в момент 
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, точка должна прийти в то же положение 
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 и иметь ту же скорость 
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, что и в момент 
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, то величина 
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 определяется из условий: 
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      Наименьшее значение 
[image: image161.wmf]T

, при котором выполняются эти условия, определяется равенством 
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      Величина 
[image: image164.wmf]n

, обратная периоду, называется линейной частотой колебаний; она определяет число колебаний в секунду. Величина 
[image: image165.wmf]k

, пропорциональная 
[image: image166.wmf]n

, называется круговой или циклической частотой колебаний. 

2.3. Влияние постоянной силы на свободные незатухающие колебания
      Пусть кроме восстанавливающей силы (2.1) на точку действует постоянная по модулю и направлению сила, например, сила тяжести. Для наглядности рассмотрим колебания груза, прикрепленного к концу пружины (Рис.2.3). На груз действуют две силы: сила тяжести и реакция пружины, величина которой пропорциональна удлинению пружины: 
[image: image167.wmf]Fcl
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      Выберем начало отсчета в положении статического равновесия 
[image: image168.wmf]O

; ось 
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 направим вертикально вниз. Тогда 
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. Дифференциальное уравнение движения точки принимает вид: 
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     Учитывая условие статического равновесия: 
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приводим уравнение (2.16) к виду: 
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      Таким образом, наличие постоянной силы не изменяет характера движения – оно остается простым гармоническим колебанием. Действие постоянной силы приводит только к тому, что центр колебаний смещается в сторону действия постоянной силы на величину 
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Пример 2.1 

Однородный цилиндр веса 
[image: image175.wmf]P

, радиуса 
[image: image176.wmf]r

 и высоты 
[image: image177.wmf]h

 подвешен на пружине 
[image: image178.wmf]AB

, верхний конец которой 
[image: image179.wmf]B

 закреплен; цилиндр погружен в воду (Рис.2.4). В положении равновесия цилиндр погружается в воду на половину своей высоты. В начальный момент цилиндр был погружен в воду на 2/3 своей высоты и затем без начальной скорости пришел в движение по вертикальной прямой. Считая жесткость пружины равной 
[image: image180.wmf]c

, и предполагая, что действие воды сводится к добавочной архимедовой силе, определить движение цилиндра. Принять удельный вес воды равным 
[image: image181.wmf]g

. 

      Цилиндр движется поступательно. Положение цилиндра будем определять положением его центра масс 
[image: image182.wmf]C

. Направим ось 
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 вертикально вниз, приняв за начало точку 
[image: image184.wmf]O

, расположенную на поверхности воды, т.е. в равновесном положении точки 
[image: image185.wmf]C

. Помимо силы тяжести на цилиндр действуют восстанавливающая сила и архимедова сила, направленная вверх и пропорциональная объему погруженной части цилиндра. Дифференциальное уравнение движения, записанное в проекциях на ось 
[image: image186.wmf]x

, имеет вид: 
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      В положении равновесия цилиндр погружен в воду на половину своей высоты, следовательно: 
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С учетом условия статического равновесия дифференциальное уравнение движения цилиндра представляется в виде: 
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где
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      Таким образом, дифференциальное уравнение движения совпадает с уравнением (2.8), а его решение имеет вид (2.9). Остается записать начальные условия. Начальная скорость равна нулю; для начального смещения точки 
[image: image191.wmf]C

 из равновесного положения получаем (Рис.2.4б): 
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Окончательно получаем: 
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Пример 2.2 

[image: image1712.png]b)
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При равномерном спуске груза массы 
[image: image194.wmf]2
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т со скоростью 
[image: image195.wmf]5
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м/с произошла неожиданная задержка верхнего конца троса, на котором опускался груз, из–за защемления троса в обойме блока (Рис.2.5). Пренебрегая массой троса, определить его наибольшее натяжение при последующих колебаниях груза, если коэффициент жесткости троса 
[image: image196.wmf]6
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      По условию груз опускается равномерно, следовательно, приложенные к нему силы уравновешены. В момент начала колебаний груз находится в положении статического равновесия и имеет заданную скорость. Таким образом, начальные условия для задачи о колебании груза имеют вид: 

                                           при         
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Составим дифференциальное уравнение движения 

       
[image: image198.wmf]mxmgT
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Учитывая условие статического равновесия, получаем 


[image: image200.wmf]2
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Решение при заданных начальных условиях записывается в виде: 


[image: image201.wmf]sin
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Возвращаясь к дифференциальному уравнению движения, находим силу натяжения троса:
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Если 
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      Разобранный пример примечателен в том отношении, что ясно показывает значение динамических нагрузок. Как видно они могут многократно превосходить нагрузки статические. 


Пример 2.3
Груз массы 
[image: image205.wmf]m

 прикреплен к подвеске, состоящей из двух параллельно включенных пружин так, что удлинения пружин, обладающих заданными коэффициентами жесткости 
[image: image206.wmf]1
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 и 
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, одинаковы (Рис.2.6). Определить жесткость 
[image: image208.wmf]c

 эквивалентной пружины. 


      Период и частота колебаний выражаются через статическую деформацию: 
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Поскольку период эквивалентной пружины должен совпадать с периодом колебаний тела, подвешенного к системе пружин, статическая деформация эквивалентной пружины должна равняться статической деформации заданной системы. 

      Запишем условия статического равновесия для каждой из трех пружин: 
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где 
[image: image211.wmf]1

Q

 и 
[image: image212.wmf]2
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 — нагрузка, приходящаяся на каждую из пружин. Эти нагрузки связаны соотношением: 
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Учитывая, что удлинения пружин одинаковые, получаем: 


[image: image214.wmf]12
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Пример 2.4 

Определить коэффициент жесткости 
[image: image215.wmf]c

 пружины, эквивалентной двойной пружине, состоящей из двух последовательно включенных пружин с разными коэффициентами жесткости 
[image: image216.wmf]1
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 и 
[image: image217.wmf]2
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 (Рис.2.7). 


Запишем условия статического равновесия для каждой из трех пружин: 

[image: image1714.png]C2
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поскольку на каждую из пружин приходится нагрузка, равная весу груза. Статическое удлинение эквивалентной пружины складывается из удлинений пружин, составляющих подвеску: 


[image: image219.wmf]12
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          Отсюда:            
[image: image220.wmf]12
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2.4. Движение точки при наличии сопротивления
      Пусть кроме восстанавливающей силы (2.1) на точку действует сила сопротивления, пропорциональная первой степени скорости (2.3). Дифференциальное уравнение движения (2.2) принимает вид:                                                          
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Рассмотрим возможные случаи. 


Случай малого сопротивления 
[image: image222.wmf]()
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      Решение уравнения (2.19)представляется в виде: 
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где 
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или в виде: 
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где 
[image: image226.wmf]A

 и 
[image: image227.wmf]B

 или 
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 и 
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 — постоянные интегрирования, определяемые из начальных условий. 

В зависимости от используемой формы решения скорость точки вычисляется по формулам:
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или 
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      Как видно из решения (2.21), рассматриваемое движение будет затухающим колебанием, поскольку благодаря наличию множителя 
[image: image232.wmf]bt

e

-

 размахи колебаний будут со временем убывать, стремясь к нулю (Рис.2.8). Движение не является периодическим, однако по аналогии с незатухающими колебаниями вводят период затухающих колебаний, понимая под ним период тригонометрической части решения: 
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Случай большого сопротивления 
[image: image235.wmf]()
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      Обозначая 
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, получаем общее решение уравнения (2.19) в виде: 
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      Как видно, колебаний в рассматриваемом случае не будет. Поскольку 
[image: image238.wmf]bn
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, с течением времени 
[image: image239.wmf]x

 убывает, стремясь к нулю, т.е. точка со временем асимптотически приближается к положению равновесия. Примерный характер движения показан на Рис.2.9. 
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Граничный случай 
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      Общее решение уравнения (2.19) имеет вид: 
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Картина движения в этом случае будет качественно такой же, как в случае большого сопротивления (Рис.2.9). 


Пример 2.5 

Пластина массы 
[image: image243.wmf]01
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кг, подвешенная на пружине, движется между полюсами магнита. Вследствие вихревых токов движение тормозится силой, пропорциональной скорости. Сила сопротивления движению равна 
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 – скорость в м/с, 
[image: image246.wmf]F

 – магнитный поток между полюсами магнита. В начальный момент скорость пластины равна нулю и пружина не растянута. Для удлинения пружины на 1 м необходимо приложить силу 19.6 Н. Определить движение пластины в том случае, когда 
[image: image247.wmf]105
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Вб (Вебер – единица магнитного потока в СИ). 


      Дифференциальное уравнение движения пластины имеет вид: 
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Учитывая условие статического равновесия 
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получаем: 
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где 
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      Вид решения зависит от соотношения между 
[image: image252.wmf]b

 и 
[image: image253.wmf]k

. В рассматриваемом случае 
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. Таким образам, 
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 и, следовательно, решение имеет вид (2.20): 
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где      
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      В начальный момент пластина покоится 
[image: image258.wmf]0
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 и пружина по условию не растянута; начало отсчета находится в положении статического равновесия. Учитывая условие статического равновесия, получаем: 
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Окончательно получаем: 
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или, учитывая, что 
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Пример 2.6

Определить движение пластинки при условиях предыдущей задачи в том случае, когда магнитный поток 
[image: image264.wmf]100
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      При таких условиях 
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 и, следовательно, имеет место случай большого сопротивления: 
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Скорость пластины определяется по формуле: 
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Для начального момента времени 
[image: image268.wmf]0

t

=

 имеем 



[image: image269.wmf]0

oo

mg

xv

c

=-;=.


Следовательно, 
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Отсюда: 
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Учитывая, что начальная скорость равна нулю, получаем: 
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Остается добавить, что 
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Пример 2.7

Грузы массы 
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кг подвешены в положении статического равновесия к пружине, коэффициент жесткости которой 
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Н/м (Рис.2.10). Масляный демпфер вызывает силу сопротивления, пропорциональную первой степени скорости и равную 
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 сняли. Найти уравнение движения груза 
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      Совместим начало отсчета координаты 
[image: image281.wmf]x

 с положением статического равновесия груза 
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. Дифференциальное уравнение движения груза 
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 имеет вид (2.19): 
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      Таким образом, имеем дело со случаем большого сопротивления. Так же, как в примере 2.6 начальная скорость равна нулю.   Аналогично получаем: 
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причем 
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      Остается определить 
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 не снят, он смещает груз 
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 из его положения равновесия, принятого за начало отсчета, в положительном направлении на величину 
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Это и есть начальная координата груза 
[image: image292.wmf]1
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Окончательно получаем: 
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2.5. Вынужденные колебания при отсутствии сопротивления
      Пусть на точку с массой 
[image: image295.wmf]m

 кроме восстанавливающей силы (2.1) действует возмущающая сила вида (2.4). Влияние силы сопротивления мы рассмотрим в следующем параграфе. Дифференциальное уравнение движения имеет вид:



[image: image296.wmf]sin()

o

mxcxQpt

d

=-++

&&


или 

                                                         
[image: image297.wmf]2

sin()

xkxqpt

d

+=+,

&&

                                                   (2.24)

где 
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Общее решение неоднородного уравнения (2.24), как известно, складывается из общего решения соответствующего однородного уравнения (2.8) и любого частного решения 
[image: image299.wmf]x
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 уравнения (2.24). Учитывая, что общее решение уравнения (2.8) имеет вид (2.13), получаем: 
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Частное решение 
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 будем искать в виде: 
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где 
[image: image303.wmf]D

 – любое число. 

      Подставляя предполагаемый вид решения (2.25) в уравнение (2.24), получаем: 
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Как видно, функция (2.25) действительно будет решением уравнения (2.24), если 
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что возможно только при 
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      Таким образом, если 
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, общее решение уравнения (2.24) имеет вид:  

                                              
[image: image308.wmf]22

sin()sin()

q

xaktpt

kp

ad

=+++.

-

                                      (2.26)

      Как следует из полученного решения, движение точки в рассматриваемом случае представляет собой результат наложения двух колебаний: собственных с частотой 
[image: image309.wmf]k

, амплитуда 
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 и начальная фаза 
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 которых определяются начальными условиями, и вынужденных с частотой 
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, равной частоте возмущающей силы. Амплитуда вынужденных колебаний от начальных условий не зависит. 

      Если частота возмущающей силы равна частоте собственных колебаний, т.е., если 
[image: image313.wmf]pk

=

, то рассмотренное частное решение не имеет смысла. Рассмотрим другое частное решение, которое получается из общего решения (2.26) при конкретных значениях произвольных постоянных. Положим 
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Тогда 
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      При 
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 это частное решение имеет неопределенность вида 
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, раскрывая которую (по правилу Лопиталя), находим: 
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В результате получаем: 
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      Как видно, в том случае, когда частота возмущающей силы совпадает с собственной частотой, амплитуда вынужденных колебаний с течением времени неограниченно возрастает (Рис.2.11). Такое явление называется резонансом. Резонанс играет важнейшую роль в акустике, радиотехнике, динамическом расчете сооружений и т.д. 


Пример 2.8

Найти уравнение движения точки массы 
[image: image321.wmf]m

, на которую действуют восстанавливающая сила 
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, если в начальный момент точка находилась в положении равновесия в состоянии покоя. 

      Дифференциальное уравнение движения точки имеет вид: 
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или 
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где 
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Частное решение будем искать в виде: 
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Подставляя предполагаемый вид решения в уравнение, получаем: 
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откуда 
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      Учитывая, что общее решение однородного уравнения имеет вид (2.13), получаем общее решение дифференциального уравнения движения в виде: 
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Вычислим скорость точки: 
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Остается определить постоянные интегрирования 
[image: image332.wmf]A

 и 
[image: image333.wmf]B

. Подставляя начальные условия 
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в полученные уравнения, находим: 
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Окончательно получаем: 
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Пример 2.9

Определить движение гири 
[image: image337.wmf]M

 массы 
[image: image338.wmf]m

, подвешенной на пружине 
[image: image339.wmf]AB

, верхний конец которой совершает гармонические колебания по вертикали амплитуды 
[image: image340.wmf]a

 с частотой 
[image: image341.wmf]p

 (Рис.2.12). Жесткость пружины равна 
[image: image342.wmf]c

. В начальный момент точка 
[image: image343.wmf]A

 занимает свое среднее положение и её скорость направлена вниз, а гиря 
[image: image344.wmf]M

 находится в покое. 


      Начальное положение точки 
[image: image345.wmf]M

 примем за начало координат, а ось 
[image: image346.wmf]Ox

 направим по вертикали вниз. Возмущающая сила возникает из-за принудительного перемещения верхнего конца пружины: 
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Дифференциальное уравнение движения имеет вид: 

[image: image348.wmf]2
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Рассмотрим возможные случаи. 

1. Если 
[image: image350.wmf]pk
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, общее решение согласно (2.26) имеет вид: 
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а скорость точки вычисляется по формуле: 
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      Подставляя в полученное общее решение нулевые (по условию задачи) начальные условия, находим: 
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Искомое решение имеет вид: 
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      2. Если 
[image: image355.wmf]pk

=

, частное решение имеет вид (2.28), а общее решение может быть записано в виде: 
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Для скорости точки получаем: 
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Подставляя в полученное общее решение начальные условия, находим: 
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Пример 2.10

Статический прогиб рессор груженого товарного вагона 
[image: image359.wmf]ст
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см. Определить критическую скорость движения вагона, при которой начинается "галопирование" вагона, если на стыках рельсов вагон испытывает толчки, вызывающие вынужденные колебания вагона на рессорах; длина рельсов 
[image: image360.wmf]12
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      Очевидно, речь идет о резонансе, который наступит при совпадении частот собственных и вынужденных колебаний вагона. Определим частоту и период собственных колебаний: 
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Период вынужденных колебаний равен времени прохождения вагоном одного рельса: 
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где 
[image: image363.wmf]v

 — скорость вагона. 
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       отсюда        
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2.6. Вынужденные колебания при наличии сопротивления
      Рассмотрим, наконец, общий случай движения точки под действием восстанавливающей силы и возмущающей силы при наличии вязкого сопротивления. Дифференциальное уравнение движения имеет вид: 
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или 
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где 
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      Общее решение уравнения (2.29) складывается из общего решения соответствующего однородного уравнения (2.19) (собственные колебания) и любого частного решения (вынужденные колебания). Как показано в п.2.4, в случае малого сопротивления 
[image: image371.wmf]()
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 общее решение однородного уравнения имеет вид (2.21). Собственные колебания будут затухающими, так что по истечении некоторого промежутка времени, называемого периодом установления, точка будет совершать только вынужденные колебания, т.е. движение точки в рассматриваемом случае определяется частным решением уравнения (2.29). 

      Частное решение уравнения (2.29) будем искать в виде: 
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где 
[image: image373.wmf]D

 и 
[image: image374.wmf]E

 — постоянные. Подставляя предполагаемый вид решения в уравнение, после ряда преобразований, которые мы здесь опускаем, получаем частное решение уравнения (2.29) в виде: 
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Амплитуда вынужденных колебаний 
[image: image376.wmf]A

 и фазовый сдвиг 
[image: image377.wmf]b

 представляются в виде: 
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Здесь обозначено: 
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      Не проводя подробного анализа, приведем результат исследования зависимости амплитуды вынужденных колебаний от безразмерных параметров 
[image: image380.wmf]l

 и 
[image: image381.wmf]h

 (Рис.2.13). 

      Как видно, при приближении частоты возмущающей силы к собственной частоте, амплитуда вынужденных колебаний резко возрастает, имея ярко выраженный максимум. Значение 
[image: image382.wmf]l

, при котором наступает резонанс, тем меньше отличается от единицы, чем меньше 
[image: image383.wmf]h

. При малых 
[image: image384.wmf]h

, т.е. при малом сопротивлении, можно считать, что резонанс практически наступает при совпадении частот. При 
[image: image385.wmf]1
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 с увеличением частоты возмущающей силы амплитуда вынужденных колебаний убывает, стремясь к нулю при 
[image: image386.wmf]l

®¥

. Что касается зависимости амплитуды от величины сопротивления, то, как видно, амплитуда вынужденных колебаний при заданной собственной частоте тем больше, чем меньше сопротивление, т.е. чем меньше 
[image: image387.wmf]h

. 

Глава 3 
Относительное движение материальной точки 
3.1. Дифференциальное уравнение относительного движения точки
[image: image1719.png][aks

Puc 211



      Всякое движение точки (или тела) рассматривается по отношению к определенной системе отсчета. До сих пор мы рассматривали движение материальной точки по отношению к так называемой инерциальной системе отсчета, по отношению к которой материальная точка при отсутствии сил может оставаться в покое или движется равномерно и прямолинейно. Инерциальную систему отсчета считают условно неподвижной, а движение по отношению к ней называют абсолютным. Однако, во многих случаях возникает необходимость рассматривать движение точки или тела по отношению к системе отсчета, которая также движется по отношению к инерциальной системе отсчета. В таком случае говорят об относительном движении точки (или тела). Основное уравнение динамики материальной точки (второй закон Ньютона) справедливо только по отношению к инерциальной системе отсчета. Возникает необходимость составить дифференциальное уравнение движения материальной точки по отношению к неинерциальной системе отсчета. 

      Рассмотрим материальную точку 
[image: image388.wmf]M

 с массой 
[image: image389.wmf]m

, на которую действует сила 
[image: image390.wmf]F

r

, являющаяся результатом механического взаимодействия точки с другими материальными телами. Другими словами, сила 
[image: image391.wmf]F

r

 представляет собой равнодействующую всех активных сил, приложенных к точке 
[image: image392.wmf]M

, и всех сил реакций наложенных на точку связей. Составим дифференциальное уравнение движения точки по отношению к системе отсчета 
[image: image393.wmf]Oxyz

, произвольно перемещающейся по отношению к инерциальной системе отсчета 
[image: image394.wmf]1111
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 (Рис.3.1). 

В инерциальной системе отсчета справедлив второй закон Ньютона: 
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      В соответствии с теоремой Кориолиса абсолютное ускорение точки складывается из ускорения относительного 
[image: image396.wmf]r
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, ускорения переносного 
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 и ускорения Кориолиса 
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:  
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причем, 
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где 
[image: image401.wmf]w

r

 – вектор угловой скорости подвижной системы отсчета. Подставляя (3.2) в (3.1), получаем: 
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или 
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Обозначая 
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получаем: 

                                                                   
[image: image405.wmf]rec
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      Величины 
[image: image406.wmf]e
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 и 
[image: image407.wmf]c
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, имеющие размерность силы, называются соответственно переносной и кориолисовой силами инерции. Уравнение (3.5) называется уравнением относительного движения материальной точки. Как видно, уравнение относительного движения составляется так же,  как уравнение абсолютного движения, но к действующим на точку силам необходимо добавить переносную и  кориолисову силы инерции. 

      Пусть подвижная система отсчета движется по отношению к инерциальной системе поступательно равномерно и прямолинейно. При поступательном движении угловая скорость равна нулю и все точки подвижного пространства движутся одинаково. Ускорение Кориолиса и, следовательно, кориолисова сила инерции обращаются в нуль. Поскольку, кроме того, движение прямолинейное и равномерное, то и переносное ускорение, а следовательно, и переносная сила инерции также обращаются в нуль. В таком случае уравнение относительного движения (3.5) совпадает с уравнением абсолютного движения (3.1) и, следовательно, подвижная система отсчета также будет инерциальной. Таким образом, если существует хотя бы одна инерциальная система отсчета, то их существует бесчисленное множество. Все они движутся друг относительно друга поступательно равномерно и прямолинейно. Из этого результата в свою очередь вытекает, что 

никаким механическим экспериментом нельзя установить, находится данная система отсчета в покое или движется поступательно равномерно и прямолинейно. 

      Сформулированное утверждение составляет содержание принципа относительности Галилея–Ньютона. 

3.2. Условие относительного покоя
      Если материальная точка находится в покое относительно подвижной системы отсчета, то 
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 и, следовательно, кориолисова сила инерции также равна нулю. Из уравнения (3.5) в этом случае получаем: 
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      Таким образом, уравнение относительного покоя составляется так же, как в инерциальной системе отсчета, но к действующим на точку силам необходимо добавить переносную силу инерции. 

      Заметим, что условие равенства нулю всех приложенных к точке сил в инерциальной системе отсчета означает, что точка или находится в покое, или движется равномерно и прямолинейно. Действительно, из второго закона Ньютона (который, напомним, справедлив только в инерциальной системе отсчета) следует, что при 
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 ускорение точки равно нулю, а скорость постоянна, Равна нулю эта постоянная скорость или она отлична от нуля зависит от начальных условий. Если точка в начальный момент находилась в покое, она останется в покое. Если же точка имела отличную от нуля начальную скорость, она будет двигаться равномерно и прямолинейно. 

      В неинерциальной системе отсчета условие относительного покоя отличается от условия относительного равномерного прямолинейного движения. В самом деле, если 
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, то кориолисова сила инерции может быть отлична от нуля. Условие относительного равномерного прямолинейного движения имеет вид: 
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Пример 3.1

Балка 
[image: image415.wmf]AB

 равномерно вращается с угловой скоростью 
[image: image416.wmf]w

 вокруг вертикальной оси 
[image: image417.wmf]CD

, образуя с ней прямой угол. По балке движется с постоянной относительной скоростью 
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 ползун 
[image: image419.wmf]M

 массы 
[image: image420.wmf]m

 (Рис.3.2). Определить изгибающий момент относительно оси вращения, действующий на балку. При 
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На ползун действуют сила трения 
[image: image422.wmf]F
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, сила тяжести 
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 и нормальная реакция балки 
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, которую разложим на две составляющие 
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. По условию ползун движется равномерно и прямолинейно, так что его относительное ускорение равно нулю. Искомый изгибающий момент создает приложенная к балке горизонтальная составляющая реакции ползуна, которая (в соответствии с третьим законом Ньютона) равна по модулю и противоположна по направлению силе 
[image: image427.wmf]2
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. Записывая дифференциальное уравнение относительного движения ползуна в проекциях на ось 
[image: image428.wmf]x

, получаем: 
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и, следовательно, 
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      Остается вычислить плечо силы, которое равно координате 
[image: image431.wmf]y

 ползуна. Учитывая, что ползун движется относительно балки равномерно, получаем:
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где 
[image: image433.wmf]a

 – начальное расстояние ползуна от оси вращения. Таким образом, модуль изгибающего момента относительно оси вращения равен 
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Пример 3.2

Трубка 
[image: image435.wmf]AB

 равномерно вращается с угловой скоростью 
[image: image436.wmf]w

 вокруг вертикальной оси 
[image: image437.wmf]CD

, образуя с ней прямой угол. Внутри трубки находится шарик 
[image: image438.wmf]M

 массы 
[image: image439.wmf]m

, прикрепленный к концу пружины, жесткость которой 
[image: image440.wmf]c

 (Рис.3.3). Шарик застопорен при нерастянутой пружине. Длина нерастянутой пружины 
[image: image441.wmf]a

. Определить движение шарика относительно трубки после того, как шарик снят со стопора. 
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	Рис. 3.3
	
	Рис.3.4


1. Пусть жёсткость 
[image: image444.wmf]c

 достаточна для существования положения относительного

 равновесия шарика.

      Направим ось 
[image: image445.wmf]x

 подвижной системы координат вдоль трубки, приняв за начало координат положение равновесия шарика относительно трубки. Силовая и кинематическая схемы изображены на Рис.3.4. Дифференциальное уравнение относительного движения точки 
[image: image446.wmf]M

 в проекции на ось 
[image: image447.wmf]x

 имеет вид: 
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где 
[image: image449.wmf]()

ст

Fclx

=D+

 – упруго–восстанавливающая сила, создаваемая пружиной; 
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 – нормальная составляющая переносной силы инерции. 

      Учитывая условие относительного равновесия: 
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     при     
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получаем дифференциальное уравнение относительного движения в виде: 
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где 
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 В начальный момент точка находилась в относительном покое на конце нерастянутой пружины. Следовательно, начальные условия имеют вид: 


при    
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      Характер движения зависит от соотношения между 
[image: image458.wmf]k

 и 
[image: image459.wmf]w

. В рассматриваемом случае имеем 
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. Обозначая 
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, получаем уравнение 
[image: image462.wmf]()
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 в виде 



[image: image463.wmf]2

0

xnx

+=,

&&


что совпадает с уравнением (2.8). Решение уравнения (2.8) имеет вид (2.12). Учитывая заданные начальные условия, получаем: 

       2. Пусть  
[image: image464.wmf]2
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 т.е. 
[image: image465.wmf]c
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. В этом случае положение относительного равновесия шарика отсутствует.  Начало координат совместим с начальным положением шарика. Уравнение относительного движения имеет вид:
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  Обозначая 
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, получаем уравнение  в виде 
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В рассматриваемом случае корни характеристического уравнения оказываются действительными 
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 и решение  принимает вид: 
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  представляет собой частное решение уравнения (б).
Дифференцируя полученное общее решение по времени, определяем скорость точки: 
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Подставляя в полученные уравнения начальные условия, определяем постоянные интегрирования: 



[image: image474.wmf]2

12

2

22

Aa

CC

n

w

==-=.


Решение имеет вид: 



[image: image475.wmf](

)

2222

222

22

22

2

2

2

ntntktkt

aaa

xeeee

nn

k

ww

www

w

æö

----

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

=+-=×+-.

-


       3. Пусть 
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.  В этом случае (так же, как в предыдущем) отсутствует положение статического равновесия шарика. При 
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Решение имеет вид:

[image: image480.wmf]2

22

112

;.

2

t

xatCxaCtC

ww

=+=++

&


Учитывая заданные нулевые начальные условия, получаем: 
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Пример 3.3

Кабина лифта опускается по вертикали с ускорением 
[image: image482.wmf]a

. Груз массы 
[image: image483.wmf]m

 подвешен к концу пружины, закрепленной в кабине (Рис.3.5). Груз покоится по отношению к кабине. Каково показание пружинных весов? 



      Условие относительного равновесия имеет вид: 
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 – реакция пружины. В проекциях на вертикальную ось получаем: 
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Отсюда 
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      Если лифт поднимается с тем же ускорением, то 
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С точки зрения наблюдателя, находящегося в лифте и не знающего о его движении, наблюдаемое уменьшение или увеличение веса груза можно объяснить изменением интенсивности поля тяготения, в котором находится груз. 

Глава 4 

Общие теоремы динамики 
4.1. Возможные подходы к решению задачи об определении 
          движения точек механической системы
      Основная задача динамики механической системы состоит в том, чтобы зная приложенные к системе силы (полностью или частично), определить движение каждой точки системы. 

      Силы, действующие на механическую систему, можно разделить на внешние и внутренние.  

Внутренними называют силы взаимодействия между точками данной механической системы. 

Внешними называют силы, с которыми на точки данной механической системы действуют окружающие тела, не входящие в систему.  

      Часть внешних сил обычно заранее известна – задана. Эти силы называют активными. Как правило,  не указывается со стороны какого именно тела приложена та или иная сила, дан лишь результат механического взаимодействия с этим телом – сила. 

      Другую часть внешних сил составляют силы реакций связей. Это силы, с которыми на механическую систему действуют тела, находящиеся с ней в непосредственном контакте (связи). Реакции связей заранее неизвестны, они зависят от типа связи и приложенных активных сил. Для определения реакций связей необходимо решить соответствующую задачу механики. 

      Рассмотрим механическую систему, состоящую из 
[image: image489.wmf]n

 материальных точек. Пусть система движется относительно некоторой инерциальной системы отсчета. Для любой точки механической системы справедлив второй закон Ньютона: 
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где 
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 – масса точки с номером 
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 – её  радиус–вектор; 


[image: image494.wmf]e
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 – равнодействующая всех внешних сил, как активных, так и реакций внешних связей, действующих на точку с номером 
[image: image495.wmf]k
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 – равнодействующая всех внутренних сил, действующих на точку с номером 
[image: image497.wmf]k

. 

      Система уравнений (4.1) называется системой дифференциальных уравнений движения точек механической системы. 

      Прямое интегрирование системы уравнений (4.1) в большинстве случаев затруднительно, что связано как с возможно большим числом уравнений в системе, так и (в основном) с недостатком информации о внутренних силах. Однако, во многих практически интересных случаях нет необходимости определять все интегралы системы (4.1), достаточно знать лишь некоторые из них. Это позволяют сделать общие теоремы динамики. Являясь прямым следствием системы (4.1), общие теоремы динамики устанавливают связь между основными кинематическими характеристиками механической системы и приложенными к ней внешними силами. 

      При этом следует отметить, что среди сил содержатся как известные (активные) силы, так и неизвестные силы реакций связей. Так что задача определения движения точек решается совместно с задачей об определении реакций связей, что может привести к необходимости решения системы, содержащей значительное число уравнений. 

      Другой подход к решению поставленной задачи, реализуемый в аналитической механике, ставит целью получить дифференциальные уравнения движения, содержащие только заданные активные силы. Реакции идеальных связей исключаются из уравнений движения еще на стадии их вывода. Тем самым задача об определении закона движения механической системы отделяется от задачи определения неизвестных реакций связей. 

4.2. Основные свойства внутренних сил
[image: image1722.png]Puc. 3.5
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      В основу первого подхода к решению задачи об определении закона движения механической системы положена идея исключения из дифференциальных уравнений движения (4.1) внутренних сил системы. 

      Рассмотрим две любые точки 
[image: image498.wmf]i
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 и 
[image: image499.wmf]j
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 механической системы, состоящей из 
[image: image500.wmf]n

 материальных точек. В соответствии с третьим законом Ньютона они взаимодействуют с силами, равными по модулю и действующими по одной прямой в противоположные стороны (Рис.4.1). При этом 
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      Внутренние силы действуют попарно, поэтому
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      Таким образом: 

геометрическая сумма всех внутренних сил механической системы равна нулю: 

      Найдем сумму моментов сил 
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  относительно произвольно выбранной точки 
[image: image506.wmf]O

. Как следует из определения, моменты этих сил противоположны по направлению и равны по модулю. Следовательно, их сумма равна нулю. Учитывая, что внутренние силы всегда действуют попарно, получаем второе основное свойство внутренних сил: 
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      Таким образом: 

геометрическая сумма моментов всех внутренних сил механической системы относительно произвольно выбранного центра равна нулю. 

      Здесь рассмотрены только основные свойства внутренних сил механической системы. В дальнейшем (при изучении теоремы об изменении кинетической энергии) будут установлены некоторые дополнительные их свойства. 

4.3. Теорема об изменении количества движения механической системы
      Сложим почленно все уравнения (4.1): 
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Учитывая первое основное свойство внутренних сил (4.2), получаем: 
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Преобразуем левую часть равенства (4.4). Учитывая, что масса точки считается постоянной и что 
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 получаем: 
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      Произведение массы точки на вектор ее скорости 
[image: image512.wmf]qmV

=

r

r

 называется количеством движения материальной точки. 
Количеством движения механической системы называется сумма количеств движения всех ее точек: 
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Равенство (4.4) принимает вид: 
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      Доказана теорема об изменении количества движения механической системы:  

производная по времени от количества движения механической системы равна геометрической сумме всех приложенных к системе внешних сил.   

      Записывая равенство (4.6) в проекциях на оси декартовой системы координат, получаем:
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      В некоторых случаях (установившееся движение жидкости, быстропротекающие процессы, взрыв, удар и т.д.) удобно использовать теорему об изменении количества движения в интегральной форме. Проинтегрируем дифференциальное уравнение (4.6) на некотором интервале времени: 
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Величина  
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 называется импульсом силы 
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Таким образом, 

изменение количества движения механической системы за некоторый промежуток времени равно сумме импульсов всех приложенных к системе внешних сил, вычисленных за тот же промежуток времени: 
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      Как частный случай получаем из теоремы об изменении количества движения закон сохранения количества движения механической системы: 


если   
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,   то из (4.6) следует    
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                       если   
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4.4. Теорема об изменении кинетического момента механической системы 

      Умножим каждое из уравнений (4.1) слева векторно на радиус-вектор соответствующей точки 
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и сложим все полученные уравнения: 
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      Учитывая второе основное свойство внутренних сил (4.3), получаем: 
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      Вектор 
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 называется моментом количества движения материальной точки относительно центра 
[image: image533.wmf]O
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      Заметим, что техника вычисления момента количества движения относительно центра или оси такая же, как техника вычисления момента силы относительно центра или оси. 

Сумма моментов количеств движения всех точек механической системы называется моментом количества движения или кинетическим моментом механической системы относительно центра 
[image: image534.wmf]O
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       Вычислим производную по времени от кинетического момента: 
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Первое слагаемое в квадратной скобке равно нулю, так как векторно перемножаются два коллинеарных вектора. Таким образом, 
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      Сравнивая последний результат с левой частью равенства (4.9), получаем: 
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      Доказана теорема об изменении кинетического момента механической системы: 

производная по времени от кинетического момента механической системы относительно произвольно выбранного неподвижного центра равна сумме моментов всех приложенных к системе внешних сил относительно того же центра. 

      Равенство (4.11) можно записать в проекциях на какую-либо неподвижную ось 
[image: image540.wmf]z

, проходящую через точку 
[image: image541.wmf]O
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Таким образом, 

производная по времени от кинетического момента механической системы относительно произвольно выбранной неподвижной координатной оси равна сумме моментов всех приложенных к системе внешних сил относительно той же оси. 

      Как частный случай получаем из теоремы об изменении кинетического момента закон сохранения: 

                   если     
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      то из (4.11) следует       
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                   если     
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      то из (4.12) следует       
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4.5. Центр масс механической системы.  Теорема о движении центра масс 
      Инерционные свойства материального тела определяются не только его массой, но и характером распределения этой массы в теле. Существенную роль в описании такого распределения играет положение центра масс тела. 

Центром масс механической системы называется геометрическая точка 
[image: image549.wmf]C

, радиус–вектор которой определяется по формуле 
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где  т –  масса механической системы. 

      Координаты центра масс определяются по формулам: 
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      Нетрудно видеть, что положение центра масс тела, помещенного в однородное поле силы тяжести, совпадает с положением его центра тяжести. При определении положения центра масс тела можно пользоваться всеми методами, разработанными для определения положения центра тяжести (метод симметрии, метод разбиений, метод отрицательных масс и т.д.). 

В параграфе 4.3 введена одна из основных динамических величин – количество движения механической системы 
[image: image552.wmf]Q
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. В соответствии с формулой (4.5) 
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Дифференцируя равенство (4.13) по времени 
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и сравнивая результат с (4.5), получаем простой способ вычисления количества движения механической системы: 
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где 
[image: image556.wmf]c
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 – скорость центра масс механической системы; 
[image: image557.wmf]m

 – ее масса. 

      Подставляя (4.14) в теорему об изменении количества движения механической системы (4.6), получаем закон движения центра масс: 
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                                                          (4.15)
т.е. 

центр масс механической системы движется также, как материальная точка, масса которой равна массе механической системы, и к которой приложена сила, равная геометрической сумме всех внешних сил, действующих на механическую систему. 

      Сформулированное утверждение в литературе обычно называют теоремой о движении центра масс механической системы. 

4.6. Кинетическая энергия механической системы 
          Работа и мощность силы. Потенциальная энергия 

Половина произведения массы точки на квадрат ее скорости называется кинетической энергией материальной точки. Кинетической энергией механической системы называется сумма кинетических энергий всех ее точек. 
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      Пусть точка 
[image: image560.wmf]M

 движется по известной траектории; 
[image: image561.wmf]F
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 – одна из сил, действующих на точку (Рис.4.2). 

Скалярное произведение силы на скорость точки ее приложения называется мощностью силы: 
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Элементарной работой силы называется величина: 
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      В зависимости от используемого способа задания движения точки ее скорость может быть вычислена по одной из следующих формул: 
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Таким образом, для вычисления элементарной работы силы получаем формулы: 
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      Работа силы на конечном перемещении 
[image: image567.wmf]12
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 определяется как сумма соответствующих элементарных работ, т.е. как криволинейный интеграл, взятый вдоль дуги 
[image: image568.wmf]12
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 траектории: 
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      В общем случае сила может зависеть от координат точки приложения силы, ее скорости и времени. Таким образом, для вычисления работы силы в общем случае необходимо знать траекторию точки приложения силы и закон ее движения по траектории. Однако, при решении большинства задач динамики именно закон движения точки и является искомым. 

Рассмотрим силы, которые зависят только от положения точки, т.е. от ее координат, и времени. Такие силы называются позиционными. Физическое пространство, в котором на материальную точку действуют позиционные силы, называется силовым полем. В случае действия на точку позиционных сил интеграл (4.19) может быть вычислен, если известна только траектория точки приложения силы. 

      Особый класс составляют силы, работа которых не зависит от траектории, а определяется только начальным и конечным положениями точки. Такие силы называются потенциальными. 

      Очевидно, что вычисление интеграла (4.19) лишь по известным начальному и конечному положениям точки возможно только в том случае, когда подинтегральное выражение представляет собой полный дифференциал некоторой функции координат: 

                                                       
[image: image570.wmf]()

dAFdrdxyz

¢

=×=-P,,.

r

r

                                            (4.20)

      Скалярную функцию 
[image: image571.wmf]()
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 называют потенциальной энергией материальной точки. Потенциальная энергия определяется из равенства (4.20) с точностью до произвольной постоянной. Выбор произвольной постоянной диктуется соображениями удобства решения конкретной задачи. 

      Как следует из (4.19) и (4.20), работа потенциальной силы равна разности значений потенциальной энергии в начальном и конечном положениях: 
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      Считая положение точки 
[image: image573.wmf]1
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 произвольным и выбирая произвольную постоянную так, чтобы 
[image: image574.wmf]2
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 получаем, что потенциальная энергия равна работе сил поля, совершённой при перемещении точки из занимаемого ею положения в некоторое нулевое. 

      В соответствии с равенством (4.20) 
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и, следовательно, 
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      Таким образом, вектор силы в потенциальном силовом поле можно представить в виде: 
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где 
[image: image578.wmf]grad

 – векторный оператор вида: 
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      Потенциальной энергией механической системы называется сумма потенциальных энергий всех ее точек. 

4.7. Теорема об изменении кинетической энергии механической системы
      Теорема об изменении кинетической энергии относится к числу общих теорем динамики наряду с доказанными ранее теоремами об изменении количества движения и изменения момента количества движения. 

      Умножим каждое из дифференциальных уравнений движения точек механической системы (4.1) скалярно на скорость соответствующей точки и сложим все полученные уравнения: 
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         или          
[image: image581.wmf]2

111

2

nnn

ei

kk

kkkk

kkk

mv

d

FVFV

dt

===

æö

=×+×

ç÷

èø

ååå

rrrr


Учитывая определения кинетической энергии механической системы (4.16) и мощности силы (4.17), получаем: 
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      Доказана теорема об изменении кинетической энергии механической системы в дифференциальной форме: 

производная по времени от кинетической энергии механической системы равна сумме мощностей всех приложенных к системе внешних и внутренних сил. 

     Умножая равенство (4.2323) на 
[image: image583.wmf]dt

 и учитывая определение элементарной работы силы (4.18), получаем: 
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т.е. 

дифференциал кинетической энергии механической системы равен сумме элементарных работ всех приложенных к системе внешних и внутренних сил. 

      Для практических целей удобна интегральная форма записи теоремы об изменении кинетической энергии, которая получается путем интегрирования равенства (4.24) на некотором перемещении системы: 
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т.е. 

изменение кинетической энергии механической системы при некотором ее перемещении равно сумме работ всех приложенных к системе внешних и внутренних сил, совершенных на этом перемещении. 

      Если все приложенные к механической системе внешние и внутренние силы потенциальны и потенциальная энергия явно не зависит от времени (стационарные поля) 
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механическая система называется консервативной. Для консервативной механической системы равенство (4.24) принимает вид: 
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                 отсюда:            
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где 


[image: image590.wmf]E

 – полная механическая энергия системы; 


[image: image591.wmf]e

P

 – потенциальная энергия системы во внешнем силовом поле; 


[image: image592.wmf]i
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 – потенциальная энергия системы во внутреннем силовом поле. 

      Таким образом,

если все внешние и все внутренние силы, действующие на механическую систему, потенциальны и не зависят явно от времени, то полная механическая энергия системы сохраняется (постоянна). 

      Закон сохранения полной механической энергии справедлив при условии, что все приложенные к механической системе силы потенциальны и стационарны. Рассмотрим, какое влияние оказывают на полную механическую энергию силы сопротивления. Будем считать, что на точки механической системы кроме потенциальных сил действуют силы сопротивления 
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. В этом случае  
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Отсюда: 
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      Сила сопротивления всегда направлена против скорости точки приложения этой силы, следовательно, 
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Таким образом, 
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      Как видно, полная механическая энергия механической системы под действием сил сопротивления убывает (рассеивается, переходя в другие формы энергии, например, в тепловую). 

      Особый интерес представляет случай линейно-вязкого сопротивления, когда сила сопротивления пропорциональна первой степени скорости точки приложения силы 
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. В этом случае получаем: 
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        где       
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называется диссипативной функцией Рэлея, удвоенная величина которой служит мерой рассеивания (диссипации) полной механической энергии. 

4.8. Система Кенига. Теоремы Кенига 
      Пусть система отсчета 
[image: image601.wmf]Oxyz

 неподвижная (инерциальная). Система 
[image: image602.wmf]Cxyz

¢¢¢

 движется поступательно по отношению к 
[image: image603.wmf]Oxyz

, причем ее начало во все время движения совпадает с центром масс механической системы (Рис.4.3). Такая система координат называется системой Кенига. Следует заметить, что система Кенига играет исключительно важную роль при описании движения твердого тела. 

      Установим связь между кинетическими моментами механической системы относительно неподвижного центра 
[image: image604.wmf]O

 и относительно центра масс механической системы 
[image: image605.wmf]C

. По определению кинетического момента (4.9):
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                                                                                                                                                      (4.27) 
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Здесь 
[image: image608.wmf]k
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 – скорость точки 
[image: image609.wmf]k
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 по отношению к системе Кенига. 

[image: image1723.png]Puc. 4.1



      Вычислим каждую из четырех сумм, входящих в равенство (4.27). 
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где 
[image: image612.wmf]m

 – масса всей системы. 
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здесь использована формула (4.12) и учтено, что центр масс тела в подвижной системе координат покоится 
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здесь использована формула (4.12) и учтено, что 
[image: image617.wmf]0
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, поскольку центр масс тела всегда совпадает с началом подвижной системы координат. Последняя сумма представляет собой кинетический момент механической системы отноcительно центра масс в системе Кенига: 
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Подставляя полученные результаты в формулу (4.27), находим: 
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      Равенство (4.28) составляет содержание первой теоремы Кенига. 

      При вычислении кинетической энергии часто бывает полезной, так называемая, вторая теорема Кенига, устанавливающая связь между кинетической энергией механической системы относительно неподвижной системы отсчета и кинетической энергией, полученной системой в относительном движении по отношению к системе координат Кёнига. 
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где 
[image: image622.wmf]r
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 – кинетическая энергия, полученная механической системой в ее относительном движении по отношению к системе Кенига. Поскольку 
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 окончательно получаем: 
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4.9. Теорема об изменении кинетического момента относительно центра масс механической системы
      Подставим результат (4.28) в теорему об изменении кинетического момента относительно неподвижного центра 
[image: image625.wmf]O

 (4.10): 
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или 
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      Второе слагаемое в левой части равенства равно нулю, как векторное произведение коллинеарных сомножителей. Используя теорему о движении центра масс (4.15), получаем: 
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или 
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Таким образом, 

производная по времени от кинетического момента механической системы относительно ее центра масс равна сумме моментов относительно центра масс всех приложенных к системе внешних сил. 

      Как видно, теорема об изменении кинетического момента сохраняет свой вид, если в качестве моментной точки используется центр масс механической системы. 

Глава 5

Движение абсолютно твердого тела 

5.1. Кинетический момент твердого тела
     В разделе "Кинематика твердого тела" установлено, что свободное абсолютно твердое тело имеет шесть степеней свободы, т.е. его положение в системе отсчета в любой момент времени определяется шестью параметрами – координатами. В качестве таких координат удобно использовать три декартовы координаты произвольно выбранной точки, принятой за полюс, и три угла (например, углы Эйлера), определяющие положение тела по отношению к подвижной системе координат, движущейся поступательно со скоростью точки, принятой за полюс. 

      В динамике за полюс принимают центр масс тела. Это связано с тем, что наличие теоремы о движении центра масс механической системы (4.15) позволяет определить закон движения такого полюса – точки 
[image: image630.wmf]C

. Остается определить движение тела по отношению к осям Кенига, что можно сделать, используя теорему об изменении кинетического момента относительно центра масс механической системы (4.30). 

      В общем случае движения свободного твердого тела получаем, записывая векторные уравнения (4.15) и (4.30) в проекциях на соответствующие оси координат, шесть скалярных уравнений, которые позволяют определить закон движения тела. В частных случаях движения число уравнений, естественно, уменьшается. 

      Введенный ранее кинетический момент, определен как сумма моментов количеств движения для всех материальных точек, образующих механическую систему. Абсолютно твердое тело определяется как геометрически неизменяемая механическая система, масса которой непрерывным образом распределена по объему, занятому системой. При вычислении кинетического момента тело мысленно разбивается на частицы и определяется предел последовательности кинетических моментов для системы частиц при массе частицы стремящейся к нулю (число частиц при этом стремится к бесконечности): 
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      При вычислении подобных интегралов необходимо перейти к интегрированию по объему, полагая 
[image: image632.wmf]()
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 где 
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 – плотность тела. 

      В общем случае свободного твердого тела его движение по отношению к осям Кенига будет сферическим. Вычислим кинетический момент тела, совершающего сферическое движение, относительно шарнирно закрепленной точки. 
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[image: image636.wmf]w
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 – вектор мгновенной угловой скорости тела; 


[image: image637.wmf]xyz
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 – текущие координаты точки; 
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 – орты осей, жестко связанных с телом. 

       Записывая полученное равенство в проекциях на координатные оси, находим: 
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Величины 



[image: image642.wmf]2222

()

xx

m

Jyzdmxyzyzdxdydz

g

æöæö

ç÷ç÷

èøèø

W

=+=,,+;

òò


                                   
[image: image643.wmf]2222

()

yy

m

Jzxdmxyzzxdxdydz

g

æöæö

ç÷ç÷

èøèø

W

=+=,,+;

òò

                               (5.2)
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называются моментами инерции тела относительно координатных осей (
[image: image645.wmf]W

 – объем тела). 

Величины 
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называются центробежными моментами инерции или произведениями инерции. 

5.2. Моменты инерции
      Моменты инерции характеризуют распределение массы в теле и играют существенную роль в описании движения твердого тела. При вычислении моментов инерции обычно используют координатные оси жестко связанные с телом. Причина простая – в таких осях моменты инерции постоянны (не зависят от времени). 

      Осевые моменты инерции всегда положительны. В нуль осевой момент инерции может обратиться только в одном частном случае, когда можно считать, что вся масса тела распределена по оси, относительно которой вычисляется момент инерции (например, относительно продольной оси балки). В отличие от осевых, центробежные моменты инерции могут иметь любой знак и обращаться в нуль. 

      Вместо осевого момента инерции иногда используют радиус инерции тела относительно оси, под которым понимают расстояние от оси до точки, в которой нужно сосредоточить массу всего тела, чтобы момент инерции точки относительно данной оси равнялся моменту инерции тела относительно той же оси: 
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Главной осью инерции тела называется ось, для которой оба центробежных момента инерции, содержащие индекс этой оси, равны нулю. 

Например, если 
[image: image650.wmf]0
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 то ось 
[image: image651.wmf]z

  – главная ось инерции тела. 

Главной центральной осью инерции называется главная ось инерции, проходящая через центр масс тела. 

Теорема Гюйгенса–Штейнера 

Момент инерции тела относительно некоторой оси 
[image: image652.wmf]z

 равен сумме момента инерции тела относительно оси 
[image: image653.wmf]Cz

¢

, проходящей через центр масс тела параллельно данной оси, и произведения массы тела на квадрат расстояния между осями. 

      Пусть оси 
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 и 
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 параллельны, причем, ось 
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 проходит через центр масс тела. Примем центр масс за начало координат и проведем ось 
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 так, чтобы она пересекала ось 
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 (Рис.5.1). Выделим в теле элементарный объем массой 
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 и опустим из него перпендикуляры на оси 
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 и 
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  По теореме косинусов 


[image: image662.wmf]22

222

2cos2

hhhhy

rra

rr

¢¢

¢¢

=+-=+-


где 
[image: image663.wmf]y
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 – координата элементарного объема. Тогда 
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      Первый интеграл равен моменту инерции 
[image: image666.wmf]cz
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 относительно оси 
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; второй – массе тела 
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; третий – нулю, так как, согласно определению центра масс 
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поскольку центр масс принят за начало координат. 

      Таким образом, 
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Примеры вычисления осевых моментов инерции 

      1. Однородный стержень массой 
[image: image671.wmf]m

 длины 
[image: image672.wmf]a

. 

      Вычислим момент инерции стержня относительно оси 
[image: image673.wmf]z

, проведенной через торец стержня перпендикулярно ему (Рис.5.2). Направляя ось 
[image: image674.wmf]x

 вдоль стержня, получаем: 
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,           так как         
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[image: image1725.png]


      Вычислим момент инерции стержня относительно оси 
[image: image677.wmf]z

¢

, проходящей перпендикулярно стержню через его центр масс 
[image: image678.wmf]C

. Используя теорему Гюйгенса-Штейнера (5.4), получаем: 

      
[image: image679.wmf]22

412

c

zzzz

mama

JJ

¢¢

=-=.

                      (5.5)


      2. Тонкостенная однородная труба (кольцо, обруч) массой 
[image: image680.wmf]m

 радиуса 
[image: image681.wmf]r

. 

      Вычислим момент инерции тела относительно продольной оси симметрии 
[image: image682.wmf]z

 (Рис.5.3). Для любой частицы такого тела расстояние до оси равно радиусу, следовательно 
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	Рис. 5.3
	
	Рис. 5.4



      3. Сплошной однородный цилиндр (диск) массы 
[image: image686.wmf]m

 радиуса 
[image: image687.wmf]R

. 


      Вычислим момент инерции тела относительно продольной оси симметрии 
[image: image688.wmf]z

.В качестве элементарного объема рассмотрим тонкий цилиндрический слой радиуса 
[image: image689.wmf]r

, толщиной 
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 (Рис.5.4). Объем слоя 
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Получаем:
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      4. Однородная прямоугольная пластина массы 
[image: image695.wmf]m

 со сторонами 
[image: image696.wmf]a

 и 
[image: image697.wmf]b

. 

      Вычислим момент инерции пластины относительно оси 
[image: image698.wmf]Ox

, проходящей через одну из сторон пластины (Рис.5.5). В качестве элементарной площади рассмотрим полосу параллельную оси 
[image: image699.wmf]Ox

, длина которой 
[image: image700.wmf]a

, а ширина – 
[image: image701.wmf]dy

. Масса полосы равна 
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Используя определение осевого момента инерции, получаем: 
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Для момента инерции относительно оси 
[image: image705.wmf]Oy

 аналогично получаем: 
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      Теорема Гюйгенса–Штейнера (5.4) позволяет получить моменты инерции тела относительно параллельных осей, проходящих через центр масс пластины: 
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	Рис. 5.5
	
	Рис. 5.6


5. Однородная треугольная равнобедренная пластина массы 
[image: image710.wmf]m

 с основанием 
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 и высотой 
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. 

      Вычислим момент инерции пластины относительно оси 
[image: image713.wmf]Ox

, проходящей через основание пластины (Рис.5.6). В качестве элементарной площади рассмотрим полосу параллельную оси 
[image: image714.wmf]Ox

, длина которой 
[image: image715.wmf]s

, а ширина – 
[image: image716.wmf]dy

. Масса полосы равна 
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Из подобия треугольников получаем: 
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      Учитывая, что все точки такой полосы расположены на одинаковом расстоянии от оси 
[image: image720.wmf]x

, получаем: 
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Используя теорему Гюйгенса–Штейнера, получаем: 
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      При вычислении момента инерции пластины относительно оси 
[image: image723.wmf]Oy

 используем формулу (5.5), поскольку элементарную полосу можно рассматривать как однородный стержень длины 
[image: image724.wmf]s

: 
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5.3. Вычисление кинетической энергии абсолютно твердого тела 
      Получим формулы для вычисления кинетической энергии абсолютно твердого тела при некоторых его движениях. 

      1. При поступательном движении в любой момент времени скорости всех точек тела одинаковые. Полагая в формуле (4.18) 
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где 
[image: image729.wmf]c

v

 – скорость центра масс тела. 

      2. При вращении скорости точек тела пропорциональны расстояниям от точек до оси вращения. Полагая в формуле (4.18) 
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 получаем: 
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где 
[image: image732.wmf]zz

J

 – момент инерции тела относительно оси вращения. 

      3. При плоско–параллельном движении тело по отношению к системе Кенига совершает вращение вокруг оси 
[image: image733.wmf]Cz

¢

. Используя вторую теорему Кенига (4.32) и формулу (5.7), получаем: 
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где 
[image: image735.wmf]c
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 – момент инерции тела относительно оси 
[image: image736.wmf]Cz
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5.4. Работа внутренних сил геометрически неизменяемой механической системы
      Заметим, что в отличие от теоремы об изменении количества движения и теоремы об изменении кинетического момента в теорему об изменении кинетической энергии в общем случае входят внутренние силы. 

      Особый случай представляет геометрически неизменяемая механическая система, в частности, абсолютно твердое тело. 

      Скорости двух любых точек 
[image: image737.wmf]i

M

 и 
[image: image738.wmf]j

M

 геометрически неизменяемой механической системы связаны известным кинематическим соотношением: 
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      Эти две точки взаимодействуют с силами равными по модулю и направленными по одной прямой в противоположные стороны: 
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Заметим, что для механической системы эти силы являются внутренними. 

      Вычислим суммарную мощность этих двух сил: 
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     т.к.      
[image: image743.wmf]i
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      Поскольку внутренние силы действуют попарно, получаем, что суммарная мощность, а следовательно, и суммарная работа всех внутренних сил геометрически неизменяемой механической системы равна нулю при любых ее перемещениях. 

      Для геометрически неизменяемой механической системы теорема об изменении кинетической энергии является прямым следствием теоремы об изменении количества движения и теоремы об изменении кинетического момента. Тем не менее, ее использование часто оказывается удобным, особенно в тех случаях, когда необходимо определить зависимость каких–либо скоростей от перемещения, совершенного системой. Для геометрически изменяемой механической системы теорема об изменении кинетической энергии носит независимый характер. 

5.5. Работа внешних сил, приложенных к абсолютно твердому телу
      В разделе "Кинематика" установлено, что скорость любой точки твердого тела геометрически складывается из скорости точки, принятой за полюс, и скорости, полученной точкой при сферическом движении тела вокруг полюса. В динамике за полюс всегда принимают центр масс тела. Скорость любой точки тела определяется по формуле 
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где 


[image: image745.wmf]c
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 – скорость центра масс тела; 
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 – вектор мгновенной угловой скорости тела; 


[image: image747.wmf]r

r

 – радиус-вектор по отношению к центру масс тела. 

      Для мощности силы, приложенной к абсолютно твердому телу, получаем: 
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      Особый интерес представляет плоско–параллельное движение твердого тела. В этом важном частном случае мощность силы может быть вычислена по формуле: 
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где 
[image: image751.wmf]a

 – угол между векторами силы и скорости центра масс тела. 

5.6. Некоторые частные случаи вычисления работы силы 
Работа силы тяжести 

[image: image1726.png]a2 a2

111

Puc. 5.2



      При вычислении работы силы тяжести будем считать, что мы рассматриваем ограниченную область пространства вблизи поверхности Земли, размеры которой малы по сравнению с размерами Земли. 

      Направим ось 
[image: image752.wmf]z

 вертикально вверх. Точка 
[image: image753.wmf]M

 с массой 
[image: image754.wmf]m

 перемещается по некоторой траектории из положения 
[image: image755.wmf]1
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 в положение 
[image: image756.wmf]2
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 (Рис.5.7). Проекции силы тяжести на оси координат равны: 
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 где 
[image: image758.wmf]g

 – ускорение свободного падения. 

      Вычислим работу силы тяжести. Используя формулу (4.21), получаем: 
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      Как видно, сила тяжести – потенциальная сила. Ее работа не зависит от траектории точки, а определяется перепадом высот 
[image: image761.wmf]21
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 между начальным и конечным положениями точки. 

     Таким образом, 

                                                           
[image: image762.wmf](

)

Amgmgh

=±.

r

                                                             (5.9)

      Работа силы тяжести положительна, если точка теряет высоту (опускается) и отрицательна, если точка набирает высоту. 


Работа упругой силы 

      Понятие упругой силы обычно ассоциируется с реакцией линейно–упругой пружины. Направим ось 
[image: image763.wmf]x

 вдоль пружины в сторону ее растяжения. Под 
[image: image764.wmf]o
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 понимаем удлинение пружины (
[image: image765.wmf]o

l

 – длина нерастянутой пружины). 

      Сила реакции пружины пропорциональна ее удлинению 
[image: image766.wmf]x
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 где 
[image: image767.wmf]c

 – коэффициент жесткости пружины. Разложим вектор скорости точки 
[image: image768.wmf]M

 на две составляющие, одна из которых 
[image: image769.wmf]1

V

r

 направлена вдоль пружины и определяет скорость ее растяжения, а вторая 
[image: image770.wmf]2
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 перпендикулярна пружине и определяет скорость точки 
[image: image771.wmf]M

, полученную при повороте пружины без изменения ее длины (Рис.5.8). 

      Вычислим мощность упругой силы: 
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      так как       
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Работа упругой силы при перемещении конца пружины из 
[image: image774.wmf]1
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 в 
[image: image775.wmf]2
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 оказывается равной 
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      Как видно, упругая сила потенциальна. Заметим, что если поворачивать пружину вокруг шарнира 
[image: image777.wmf]O

, не изменяя ее длины, то упругая сила не совершает работу. 
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	Рис. 5.8
	
	Рис. 5.9


Работа вращающего момента 


      Пусть сила 
[image: image780.wmf]F
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 приложена в некоторой точке тела, имеющего ось вращения. Тело вращается с угловой скоростью 
[image: image781.wmf]w

. Вычислим мощность и работу силы. Точка приложения силы описывает окружность. Разложим силу на составляющие по осям естественного трехгранника (Рис.5.9): 
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      Работу будет совершать только составляющая 
[image: image783.wmf]F
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, направленная по касательной к траектории точки 
[image: image784.wmf]M

: 
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где 
[image: image787.wmf]z

M

 – момент силы 
[image: image788.wmf]F
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 относительно оси вращения тела. 

5.7. Простейшие движения твердого тела
Поступательное движение твердого тела 


      Как известно из курса кинематики, поступательное движение твердого тела полностью определяется движением одной любой его точки. Таким образом, все вопросы динамики поступательного движения твердого тела решаются при помощи теоремы о движении центра масс механической системы 
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которая связывает координаты центра масс тела с приложенными к нему внешними силами.          Записывая уравнение (5.11) в проекциях на координатные оси, получаем в общем случае три уравнения движения твердого тела: 
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      В случае плоского или прямолинейного поступательного движения тела число дифференциальных уравнений движения будет, естественно, меньше. 

      Если траектория центра масс тела известна, имеет смысл использовать уравнение (5.11) в проекциях на оси естественного трехгранника: 
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где 
[image: image792.wmf]r

 – радиус кривизны траектории центра масс тела. 


Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси 


      Пусть абсолютно твердое тело вращается вокруг неподвижной оси под действием системы внешних сил 
[image: image793.wmf]12
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 (как активных, так и реакций связей). Как известно, положение тела, имеющего ось вращения, определяется углом поворота. Для вывода дифференциального уравнения движения используем теорему об изменении кинетического момента относительно неподвижной оси (4.13), которую примем за координатную ось 
[image: image794.wmf]z

 (Рис.5.10): 
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     Вычислим кинетический момент тела относительно оси вращения. Количество движения 
[image: image796.wmf]Vdm
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 любой частицы 
[image: image797.wmf]M

 тела перпендикулярно оси вращения, причем, 
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, где 
[image: image799.wmf]h

 – кратчайшее расстояние от частицы 
[image: image800.wmf]M

 до оси вращения. Таким образом, 
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      Подставляя полученный результат в уравнение (5.12), получаем дифференциальное уравнение вращательного движения твердого тела: 

                            
[image: image802.wmf](

)

e

zzzk

JMF

j

=.

å

r

&&

                (5.13)

      Уравнение (5.13) называется дифференциальным уравнением вращательного движения твердого тела. Интегрируя это уравнение, находим угол 
[image: image803.wmf]j

 как функцию времени и тем самым полностью определяем движение, поскольку в рассматриваемом случае система имеет одну степень свободы и ее положение вполне определяется углом 
[image: image804.wmf]j

. Заметим, что неизвестные реакции опор 
[image: image805.wmf]A

 и 
[image: image806.wmf]B

 в уравнение движения (5.13) не входят, так как они не создают момента относительно оси вращения (шарниры считаем идеальными). 

      Заметим, что такой же результат для кинетического момента тела относительно оси вращения можно получить, полагая в третьей из формул (5.1) 
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Пример 5.1

Маховик вращается вокруг оси, проходящей через его центр масс, с угловой скоростью 
[image: image808.wmf]o

w

. Электрический тормоз создает тормозящий момент, пропорциональный угловой скорости маховика 
[image: image809.wmf]1

Mk

w

=

. Момент 
[image: image810.wmf]2
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 от трения в подшипниках считается постоянным (Рис.5.11). Определить, через какой промежуток времени остановится маховик, если момент инерции маховика относительно оси вращения 
[image: image811.wmf]J
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      Дифференциальное уравнение вращательного движения (5.13) в рассматриваемом случае имеет вид: 
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Интегрируя полученное уравнение при заданных начальных условиях: 


[image: image814.wmf]1

0

2

0

o

t

d

dt

kM

w

w

w

=-,

+

òò


Определяем время торможения:  
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Пример 5.2
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Шарик 
[image: image816.wmf]M

, находящийся в сосуде с жидкостью и прикрепленный к концу стержня 
[image: image817.wmf]OM

 длины 
[image: image818.wmf]a

, приводится во вращение вокруг вертикальной оси 
[image: image819.wmf]AB

 с начальной угловой скоростью 
[image: image820.wmf]o

w

 (Рис.5.12). Сила сопротивления жидкости пропорциональна угловой скорости 
[image: image821.wmf]Rk
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. Определить, через какой промежуток времени угловая скорость стержня станет в два раза меньше начальной, а также число оборотов 
[image: image822.wmf]n

, которое сделает стержень за этот промежуток времени. Массу шарика считать сосредоточенной в его центре, массой стержня пренебречь. 


      В динамике, также как и в статике, существенное значение имеет правильный выбор тела, движение которого будет рассматриваться. В данной задаче имеет смысл рассмотреть движение системы, состоящей из шарика и стержней 
[image: image823.wmf]AB

 и 
[image: image824.wmf]OM

. При таком выборе неизвестные реакции опор не войдут в уравнение движения. На Рис.5.12 изображены все внешние силы, действующие на указанную систему. Из всех этих сил только одна – сила сопротивления создает момент относительно оси вращения системы. Уравнение (5.13) имеет вид: 
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      Поскольку формулировка задачи содержит несколько вопросов, имеет смысл интегрировать уравнение с переменным верхним пределом: 
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     откуда      
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      Полагая в полученном решении 
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, определяем промежуток времени 
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, по истечение которого угловая скорость уменьшится наполовину: 
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      Число оборотов 
[image: image833.wmf]n

, сделанных стержнем за время 
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, связано с углом поворота стержня: 
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. Интегрируя равенство 
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a

, получаем:
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Подставляя сюда значение 
[image: image838.wmf]1
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, получаем: 
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      и, следовательно,       
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Пример 5.3
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При пуске в ход электрической лебедки к барабану 
[image: image841.wmf]B

 приложен вращающий момент, пропорциональный времени 
[image: image842.wmf]Mkt
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. Груз 
[image: image843.wmf]A

 массы 
[image: image844.wmf]m

 поднимается при помощи каната, намотанного на барабан (Рис.5.13). Определить угловую скорость барабана. Барабан считать однородным сплошным цилиндром массы 
[image: image845.wmf]1

m

 радиусом 
[image: image846.wmf]r

. В начальный момент система находилась в покое. 


      Рассмотрим движение каждого тела в отдельности. Силовые и кинематические схемы изображены на Рис.5.13. Тело 
[image: image847.wmf]A

 движется поступательно и прямолинейно. Записывая теорему о движении центра масс в проекциях на вертикаль, получаем: 
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      Дифференциальное уравнение вращательного движения для тела 
[image: image849.wmf]B

 представляется в виде: 
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      Поскольку масса троса не учитывается, 
[image: image851.wmf]1

NN
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. Скорость любой точки на ободе барабана равна скорости груза, следовательно, 
[image: image852.wmf]vr
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      Исключая из полученной системы уравнений 
[image: image853.wmf]1
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,

 и 
[image: image854.wmf]v

, получаем дифференциальное уравнение 
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интегрируя которое при заданных начальных условиях 



[image: image856.wmf](

)

2

1

00

2

()

2

t

mmr

dktmgrdt

w

w

+

=-,

òò

     находим:      
[image: image857.wmf](
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Пример 5.4

Круглая горизонтальная платформа вращается без сопротивления вокруг вертикальной оси с угловой скоростью 
[image: image858.wmf]o

w

. При этом на расстоянии 
[image: image859.wmf]a

 от оси вращения стоит человек, масса которого равна 
[image: image860.wmf]m

 (Рис.5.14). Момент инерции платформы относительно оси вращения равен 
[image: image861.wmf]J

, радиус – 
[image: image862.wmf]r

. Как изменится угловая скорость платформы, если человек перейдет на ее край и начнет двигаться по ее ободу против вращения с относительной скоростью 
[image: image863.wmf]u

? 


[image: image1731.png]Puc. 5.13



      Приложенные к системе внешние силы (силы тяжести и реакции шарнира) не создают момента относительно оси вращения, следовательно, 
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Отсюда: 
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где 
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 – скорости, сообщаемые человеку платформой. Окончательно получаем: 
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Пример 5.5

Тележка поворотного подъемного крана движется с постоянной относительной скоростью 
[image: image868.wmf]u

 относительно стрелы (Рис.5.15). Мотор, вращающий кран, создает в период разгона постоянный вращающий момент 
[image: image869.wmf]M

. Определить угловую скорость крана в зависимости от расстояния 
[image: image870.wmf]s

 от тележки до оси вращения, если масса тележки с грузом равна 
[image: image871.wmf]m

; момент инерции крана без тележки относительно оси вращения равен 
[image: image872.wmf]J

. Вращение начинается в момент, когда тележка находится на расстоянии 
[image: image873.wmf]a

 от оси крана. 

[image: image1732.png]Puc. 5.14




      Теорема об изменении кинетического момента относительно оси (5.12) в рассматриваемом случае приводит к уравнению: 


[image: image874.wmf]z

dL

M

dt

=,


интегрируя которое при нулевых начальных условиях, получаем: 


[image: image875.wmf]z
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      Кинетический момент системы относительно оси вращения складывается из кинетического момента крана без тележки и кинетического момента тележки. Количество движения тележки можно разложить на две составляющие – относительную, которую получает тележка при своем движении по стреле крана, и переносную, которую сообщает тележке кран при повороте стрелы. Момент относительно оси вращения крана создает только переносная составляющая количества движения тележки. Таким образом, 
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где 
[image: image877.wmf]vs
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 – скорость той точки стрелы, в которой находится тележка. Окончательно получаем: 
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       Следовательно,         
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()

JmsMt

w

+=.


Относительное движение тележки равномерное: 
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     Отсюда:      
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5.8. Плоско–параллельное движение твердого тела
      В кинематике было установлено, что положение твердого тела, совершающего плоское движение, определяется тремя параметрами. За эти параметры примем координаты центра масс тела и угол поворота тела вокруг оси 
[image: image882.wmf]1

Cz

, перпендикулярной плоскости движения. 

      Пусть система координат 
[image: image883.wmf]111

Cxyz

, имеющая начало в центре масс тела, движется поступательно относительно неподвижной системы 
[image: image884.wmf]Oxyz

. Положение тела будет полностью определено, если известны координаты центра масс тела 
[image: image885.wmf]()
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 и угол 
[image: image886.wmf]j

 между осью 
[image: image887.wmf]1

x

 и осью 
[image: image888.wmf]x

 системы координат 
[image: image889.wmf]Cxyz

, жестко связанной с телом и имеющей начало в центре масс тела (Рис.5.16). 

      В соответствии с теоремой о движении центра масс механической системы (4.17), получаем уравнения, связывающие координаты центра масс тела с приложенными к нему внешними силами: 
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nn

ee

ckxccky

kk

mxFmyF

==

=;=.

åå

&&&&

                                                  (5.14)

[image: image1733.png]Puc. 5.15



      Остается определить движение тела по отношению к осям Кенига 
[image: image891.wmf]111

Cxyz

, что можно сделать, используя теорему об изменении кинетического момента относительно центра масс механической системы (4.33). Поскольку движение тела по отношению к осям 
[image: image892.wmf]111

Cxyz

 представляет собой вращение вокруг оси 
[image: image893.wmf]1

Cz

, уравнение (4.33) представляется в виде дифференциального уравнения вращательного движения твердого тела: 

                                
[image: image894.wmf](
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где 
[image: image895.wmf]1

cz

J

 — момент инерции тела относительно оси 
[image: image896.wmf]1
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      Уравнения (5.14) и (5.15) называются дифференциальными уравнениями плоско–параллельного движения абсолютно твердого тела. 


Пример 5.6

Однородный сплошной круглый диск катится без проскальзывания по наклонной плоскости, расположенной под углом 
[image: image897.wmf]a

 к горизонту (Рис.5.17). Определить диапазон углов наклона плоскости к горизонту, при которых возможно качение без проскальзывания, и скорость оси диска. В начальный момент диск находился в покое. 

[image: image1734.png]Puc. 5.16




      При изучении движения тела по наклонной плоскости имеет смысл одну из координатных осей направить вдоль наклонной плоскости, а вторую перпендикулярно к ней. Кинематическая и силовая схемы представлены на Рис.5.15. Движение диска плоско–параллельное; скорость центра масс параллельна наклонной плоскости. Уравнения (5.14) и (5.15) принимают вид: 
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где 
[image: image900.wmf]r

 – радиус диска. 

      Нетрудно видеть, что три уравнения движения содержат четыре неизвестные. По условию колесо катится без проскальзывания и, следовательно, точка касания – точка 
[image: image901.wmf]K

 является мгновенным центром скоростей. В таком случае скорость точки 
[image: image902.wmf]C

 и угловая скорость колеса связаны равенством 
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Разрешим систему относительно ускорения центра масс:
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Отсюда:      
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      Остается определить, при каких углах 
[image: image908.wmf]a

 возможно качение без проскальзывания. При отсутствии проскальзывания возникающая сила трения должна удовлетворять неравенству 
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где 
[image: image910.wmf]f

 – коэффициент трения. Определяя из уравнений движения 
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 и 
[image: image912.wmf]N

, находим: 
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         Отсюда       
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Глава 6

Применение общих теорем 
динамики к решению задач 

6.1. Использование теоремы об изменении количества движения и теоремы о движении центра масс
      Область использования теоремы об изменении количества движения и теоремы о движении центра масс механической системы исключительно широка. В этом параграфе мы остановимся на задачах, в которых количество движения механической системы или его проекция на какую–либо ось сохраняются, а также на вопросах определения реакций опор. 

      Как следует из теоремы об изменении количества движения механической системы (4.6), 

если сумма всех внешних сил, приложенных к механической системе, равна нулю, то количество движения механической системы сохраняется (постоянно). 

Записывая равенство (4.6) в проекциях на какую-либо координатную ось, например, ось 
[image: image915.wmf]x

, 
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получаем: 

если сумма проекций всех приложенных к механической системе внешних сил на какую–либо ось равна нулю, то проекция количества движения механической системы на эту ось постоянна. 

Пример 6.1

По горизонтальной платформе, движущейся по инерции со скоростью 
[image: image917.wmf]o

v

, перемещается тележка с постоянной относительной скоростью 
[image: image918.wmf]o

u

. Через некоторое время тележка была заторможена. Определить общую скорость 
[image: image919.wmf]v

 платформы с тележкой после остановки тележки, если 
[image: image920.wmf]1

m

 – масса платформы; 
[image: image921.wmf]2

m

 – масса тележки (Рис.6.1). 

      По условию платформа движется по инерции, следовательно, в направлении движения внешние силы уравновешены и проекция количества движения системы на направление движения (на направление оси 
[image: image922.wmf]x

) постоянна. Используя определение количества движения (4.5), приравниваем проекции на ось 
[image: image923.wmf]x

 количества движения системы платформа–тележка при движении тележки и после ее остановки: 
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Отсюда: 
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Пример 6.2

Сохраняя условия предыдущей задачи, определить путь 
[image: image928.wmf]s

, который пройдет тележка по платформе с начала торможения до полной остановки, и время торможения 
[image: image929.wmf]t

, если считать, что при торможении возникает постоянная по величине сила сопротивления 
[image: image930.wmf]F

r

. 


      Рассмотрим движение тележки (Рис.6.2). Теорема об изменении количества движения тележки в проекциях на ось 
[image: image931.wmf]x

 имеет вид: 
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      Как показано в предыдущем примере, проекция на ось 
[image: image933.wmf]x

 количества движения системы платформа – тележка постоянна: 



[image: image934.wmf]12

()()

mvmvuconstb

++=.


Дифференцируя равенство 
[image: image935.wmf]()
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 по времени и исключая затем ускорение платформы 
[image: image936.wmf]dvdt

/

 из уравнения 
[image: image937.wmf]()

a

, получаем дифференциальное уравнение движения тележки: 
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интегрируя  которое, получаем сначала закон изменения скорости тележки: 
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а затем и закон относительного движения тележки:  
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Учитывая, что при 
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 из уравнений 
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 получаем: 



[image: image945.wmf]2

1212

1212

1

2

oo

uu

mmmm

s

mmFmmF

t

=×;=××.

++


       Теорема об изменении количества движения используется для определения скоростей, приобретаемых точками механической системы по окончании быстропротекающего процесса (удар, взрыв и т.д.). Для решения подобных задач применяется интегральная форма записи теоремы об изменении количества движения механической системы (4.8). 


Пример 6.3

Масса ствола орудия 
[image: image946.wmf]1
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кг
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=

. Масса снаряда 
[image: image947.wmf]2
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. Определить скорость 
[image: image948.wmf]V

 свободного отката ствола орудия в момент вылета снаряда из ствола, если скорость снаряда у дульного среза равна 
[image: image949.wmf]900
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 (Рис.6.3). 


      Система внешних сил состоит из сил тяжести ствола и снаряда и силы реакции опоры ствола. Оценим влияние силы тяжести на изучаемый процесс. В первом приближении будем считать давление пороховых газов постоянным за время 
[image: image950.wmf]t

. Тогда движение снаряда в канале ствола можно считать равноускоренным при нулевых начальных условиях. В таком случае имеем: 

[image: image1735.png]Puc. 5.17
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      Примем для определенности длину канала ствола равной 
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Максимальная проекция на ось 
[image: image954.wmf]x

 импульса силы тяжести снаряда (при 
[image: image955.wmf]2
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) составит 
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в то время как импульс силы давления пороховых газов составит 
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      Понятно, что обычные силы (силы тяжести, реакции опор) создают импульс, пренебрежимо малый по сравнению с импульсом ударных сил, так что 
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. Учитывая, что в начальный момент система покоилась, получаем 
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      Количество движения рассматриваемой системы складывается из количеств движения ствола и снаряда 
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Пример 6.4

Электродвигатель состоит из двух основных частей — статора, закрепленного на фундаменте болтами, и ротора, вращающегося равномерно с угловой скоростью 
[image: image961.wmf]w

 вокруг неподвижной оси 
[image: image962.wmf]Oz

 (Рис.6.4). Центр масс статора находится в точке 
[image: image963.wmf]O

, ротора — в точке 
[image: image964.wmf]AOAa
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 Масса статора равна 
[image: image965.wmf]1

m

, ротора — 
[image: image966.wmf]2

m

.

 Определить суммарные составляющие реакций болтов и горизонтального фундамента. 


      Главный вектор сил реакций болтов и фундамента представим горизонтальной 
[image: image967.wmf]R

r

 и вертикальной 
[image: image968.wmf]N
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 составляющими. Искомые величины можно определить при помощи теоремы о движении центра масс механической системы (15), из которой в рассматриваемом случае получаем в проекциях на координатные оси уравнения: 

[image: image1736.png]
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где 
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 – масса системы. 

      Координаты центра масс 
[image: image971.wmf]cc
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 определяются в соответствии с формулой (12): 
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где 
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 – координаты точки 
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 – координаты точки 
[image: image981.wmf]A
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      Дифференцируя последние равенства дважды по времени, и учитывая, что статор неподвижен 
[image: image982.wmf]11

(0)

xy

==,

 получаем: 
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Подставляя 
[image: image984.wmf]()

b

 в 
[image: image985.wmf]()

a

, находим: 



[image: image986.wmf]22

2122

cos()sin

RmatNmmgmat

wwww

=-;=+-.


      Полученный результат показывает, что реакции опор будут пульсирующими, что недопустимо при работе многих механизмов (маховики, двигатели, турбины и т.д.). Заметим, что динамические реакции не будут отличаться от статических, если центр масс вращающейся части механизма (ротора) будет расположен на оси вращения 
[image: image987.wmf]()
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. 


      Рассмотрим задачи, в которых при условии сохранения проекции количества движения на какую-либо ось необходимо определить взаимные относительные перемещения отдельных частей механической системы. 

      Пусть система внешних сил, приложенных к механической системе, такова, что сумма проекций всех сил на какое-либо направление равна нулю: 
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В этом случае из теоремы о движении центра масс (4.17) получаем: 
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Если в начальный момент система находилась в покое, то 
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      Рассмотрим два состояния системы – начальное и конечное. Используя формулу (4.14), получаем: 
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где 
[image: image992.wmf]ko
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 и 
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 – соответственно начальные и конечные координаты точек. Отсюда, учитывая что 
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 получаем: 
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Пример 6.5

Два груза 
[image: image996.wmf]A

 (тело 1) и 
[image: image997.wmf]B

 (тело 2) с массами 
[image: image998.wmf]1

m

 и 
[image: image999.wmf]2

m

 соответственно, соединенные нерастяжимой нитью, переброшенной через блок 
[image: image1000.wmf]C

, скользят по боковым поверхностям призмы (тело 3), опирающейся на гладкую горизонтальную плоскость (Рис.6.5). Определить перемещение призмы по горизонтальной плоскости, если груз 
[image: image1001.wmf]A

 опустится на высоту 
[image: image1002.wmf]h

. Масса призмы равна 
[image: image1003.wmf]3
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 массой блока и нити пренебречь. 


      Рассмотрим механическую систему, состоящую из трех тел. В этом случае система внешних сил состоит из сил тяжести и нормальной реакции опорной поверхности, причем справедливо равенство (6.1) и, следовательно, справедливо равенство (6.2). Найдем горизонтальные перемещения тел: 
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Равенство (6.2) принимает вид: 
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   Отсюда:     
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6.2. Совместное использование теоремы об изменении количества движения и теоремы об изменении кинетического момента 
      При изучении движения механической системы, как правило, необходимо использовать несколько теорем. Если система состоит из нескольких твердых тел, то в большинстве случаев оказывается удобным (а иногда необходимым) разделить систему на части, рассматривая движение каждого тела, входящего в систему, в отдельности. 

Пример 6.6

Колесо массы 
[image: image1009.wmf]m

 радиуса 
[image: image1010.wmf]r

 катится по горизонтальному прямолинейному рельсу. К колесу приложен вращающий момент 
[image: image1011.wmf]M

 (Рис.6.6). Радиус инерции колеса относительно оси, проходящей через его центр масс перпендикулярно его плоскости, равен 
[image: image1012.wmf]r

. Коэффициент трения скольжения между колесом и рельсом равен 
[image: image1013.wmf]f

. Какому условию должен удовлетворять вращающий момент, чтобы колесо катилось без проскальзывания? Моментом сопротивления качению пренебречь. 

      В зависимости от приложенной активной нагрузки различают ведущие и ведомые колеса. В данной задаче рассматривается ведущее колесо, поскольку к нему приложен вращающий момент. Силовая и кинематическая схемы изображены на Рис.6.6. Обратим внимание на направление силы трения 
[image: image1014.wmf]F

t

r

. Сила трения направлена против скорости возможного проскальзывания своей точки приложения – точки 
[image: image1015.wmf]K

. Если колесо пробуксовывает, то скорость точки 
[image: image1016.wmf]K

 направлена влево, а сила трения, соответственно, вправо – в сторону движения оси колеса. Ряд сил на чертеже изображен пунктиром – это составляющие реакции корпуса экипажа, представленные силами 
[image: image1017.wmf]P

r

 и 
[image: image1018.wmf]R

r

. Эти силы присутствуют в реальной ситуации, но при решении данной задачи мы не будем их учитывать. Моментом сопротивления качению 
[image: image1019.wmf]c

M

 также пренебрегаем. Таким образом, реакция экипажа сводится в данной задаче к паре сил, создающей вращающий момент 
[image: image1020.wmf]M

. 

      Уравнения плоско-параллельного движения тела (5.14) и (5.15) в рассматриваемом случае принимают вид: 
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      Предположим, что колесо катится без проскальзывания. Тогда точка касания 
[image: image1022.wmf]K

 колеса и опорной поверхности будет для колеса мгновенным центром скоростей и, следовательно, 
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Возникающая при этом сила трения будет силой трения покоя, т.е. будет удовлетворять условию: 


[image: image1024.wmf]max

FFfN

tt

£=.


Определяя из системы уравнений силу трения 
[image: image1025.wmf]F
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 и нормальную реакцию 
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и подставляя полученные результаты в неравенство, находим условия, при которых возможно качение ведущего колеса без проскальзывания: 
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Пример 6.7

Колесо массы 
[image: image1029.wmf]m

 радиуса 
[image: image1030.wmf]r

 катится по горизонтальному прямолинейному рельсу без проскальзывания. К оси колеса приложена постоянная сила 
[image: image1031.wmf]F

r

 (Рис.6.7). Радиус инерции колеса относительно оси, проходящей через его центр масс перпендикулярно его плоскости, равен 
[image: image1032.wmf]r

. Определить закон движения оси колеса. Моментом сопротивления качению пренебречь. 


      В данной задаче рассматривается ведомое колесо, поскольку вращающий момент отсутствует, а колесо приводится в движение силой 
[image: image1033.wmf]F

r

, приложенной к его оси. Силовая и кинематическая схемы изображены на Рис.6.7. Обратим внимание на направление силы трения 
[image: image1034.wmf]F

t

r

. Сила трения направлена против скорости возможного проскальзывания своей точки приложения - точки 
[image: image1035.wmf]K

, т.е. влево – в сторону, противоположную направлению движения оси колеса. 

      Уравнения плоско-параллельного движения тела (5.14) и (5.15) в рассматриваемом случае принимают вид: 
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[image: image1738.png]


      Дополняя полученную систему уравнений кинематическим соотношением 
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разрешаем ее относительно ускорения центра масс колеса: 
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Остается дважды проинтегрировать полученное уравнение при заданных начальных условиях: 
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Учитывая, что 
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 получаем: 



[image: image1042.wmf](

)

222

22

2

2

cccc

tFrt

vwtxw

mr

r

=;==.

+



      Обратим внимание на то обстоятельство, что сила трения на ведущем и ведомом колесах играет прямо противоположную роль. Для ведущего колеса сила трения – движущая сила, единственная причина возникновения ускорения центра масс колеса. Для ведомого колеса сила трения выступает в роли силы сопротивления движению центра масс тела. С другой стороны, ведущая сила трения подтормаживает вращение ведущего колеса, создавая возможность отсутствия проскальзывания точки касания колеса и опорной поверхности. Сила трения ведомого колеса создает его вращение, предотвращая проскальзывание точки контакта. Как видно, преимущество колеса, как устройства контакта движущегося экипажа с неподвижной опорной поверхностью, состоит в том, что колесо создает возможность получить в точке контакта силу трения покоя, которая может быть во много раз меньше силы трения скольжения, возникающей при скольжении тела по опорной поверхности. Альтернативой колесу являются устройства, резко снижающие коэффициент трения скольжения. 


Пример 6.8. 

Призма (тело 1) массы 
[image: image1043.wmf]1

m

 может скользить по идеально гладкой горизонтальной поверхности. В вершине призмы закреплена ось барабана лебедки (тело 2). Конец троса прикреплен к оси катка (тело 3), который катится без проскальзывания по боковой поверхности призмы (Рис.6.8). Барабан лебедки и каток — сплошные однородные цилиндры одинаковой массы 
[image: image1044.wmf]23
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 и одинакового радиуса 
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. К барабану лебедки приложен постоянный вращающий момент 
[image: image1046.wmf]M

. Определить движение системы, если в начальный момент времени она находилась в покое. 


      Система имеет две степени свободы. В качестве параметров, определяющих положение системы примем координату 
[image: image1047.wmf]x

 призмы и угол поворота 
[image: image1048.wmf]j

 барабана лебедки. 

Заметим, что внешние силы, приложенные к системе в целом, не имеют проекций на направление движения призмы (Рис.6.8а). Записывая равенство (4.6) в проекциях на координатную ось 
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получаем: 
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где 
[image: image1052.wmf]v

 – скорость призмы, а 
[image: image1053.wmf]u

–  относительная скорость оси катка. Учитывая, что в начальный момент система находилась в покое, 
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      Дифференциальное уравнение вращательного движения для барабана лебедки имеет вид (Рис.6.8
[image: image1057.wmf]b

): 
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или, учитывая что 
[image: image1059.wmf]2

2

2

Jmr

=/

 и 
[image: image1060.wmf]2

ur

w

=

 


                        
[image: image1061.wmf]23

()

2

mduM

Nb

dtr

×=-.


      Для катка запишем теорему о движении центра масс в проекциях на направление наклонной плоскости и дифференциальное уравнение вращения (Рис.6.8с): 
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      Точка 
[image: image1063.wmf]K

 является мгновенным центром скоростей катка в его относительном движении. Учитывая, что 
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, получаем: 
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      Исключая из системы уравнений 
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Это уравнение после интегрирования при нулевых начальных условиях принимает вид: 
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Задача свелась к решению системы уравнений 
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. Получаем: 
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Пример 6.9

Каток массы 
[image: image1076.wmf]1

m

 радиуса 
[image: image1077.wmf]1

r

 катится без скольжения по горизонтальной поверхности под действием приложенного к нему постоянного вращающего момента 
[image: image1078.wmf]M

. Трос, намотанный на боковую поверхность катка, сходит с него горизонтально и попадает на неподвижный блок массы 
[image: image1079.wmf]2
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 и радиуса 
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 (Рис.6.9). К свободному концу троса привязан груз массы 
[image: image1081.wmf]3
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. Считая каток и блок сплошными однородными цилиндрами определить скорость оси катка 
[image: image1082.wmf]()
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. если в начальный момент времени система находилась в покое. 

      Рассматривая движение каждого из тел системы в отдельности, записываем: теорему о движении центра масс катка в проекциях на горизонтальное направление:
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дифференциальное уравнение вращательного движения катка: 
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дифференциальное уравнение вращательного движения блока: 
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и теорему о движении центра масс груза в проекциях на вертикальное направление:
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Учитывая очевидные кинематические соотношения: 
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а также тот факт, что 
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получаем дифференциальное уравнение: 
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интегрируя которое при нулевых начальных условиях, находим: 
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Пример 6.10

Колесо 
[image: image1092.wmf]A

 скатывается без скольжения по наклонной плоскости, образующей угол 
[image: image1093.wmf]a

 с горизонтом (Рис.6.10). К оси колеса привязан трос, переброшенный через неподвижный блок 
[image: image1094.wmf]C

 и прикрепленный к грузу 
[image: image1095.wmf]B

, поднимающемуся по наклонной плоскости, образующей угол 
[image: image1096.wmf]b

 с горизонтом. В начальный момент система находилась в покое. Колесо и блок представляют собой сплошные однородные диски с массами 
[image: image1097.wmf]1
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 и 
[image: image1098.wmf]3
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 и радиусами 
[image: image1099.wmf]1
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 и 
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 соответственно. Масса груза равна 
[image: image1101.wmf]2

m

. Коэффициент трения между грузом и наклонной плоскостью равен 
[image: image1102.wmf]f

. Определить скорость оси колеса, натяжение троса на участках 
[image: image1103.wmf]AC

 и 
[image: image1104.wmf]BC

, реакцию оси блока 
[image: image1105.wmf]C

. 

      Рассмотрим движение каждого из трех тел в отдельности. Силовые схемы представлены на Рис.7.10. 

      Колесо совершает плоско-параллельное движение. Одну из осей координат направим вниз по наклонной плоскости (в сторону движения центра колеса). Дифференциальные уравнения движения (5.14) и (5.15) имеют вид: 
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      Груз 
[image: image1110.wmf]B

 движется поступательно: 
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      Тело 
[image: image1113.wmf]C

 вращается вокруг неподвижной оси: 


[image: image1114.wmf]3

3

3333

()

d

JrTrg

T

dt

w

=-.

¢


      Приведенную систему уравнений необходимо дополнить кинематическими соотношениями: 


                             
[image: image1115.wmf]111332
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Поскольку масса троса не учитывается, то 
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Сила трения скольжения между грузом и опорной поверхностью определяется по формуле: 


                    
[image: image1117.wmf]22
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      Для определения реакции оси блока 
[image: image1118.wmf]C

 используем теорему о движении центра масс (применительно к блоку 
[image: image1119.wmf]C

): 
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[image: image1121.wmf]
      При решении полученной системы уравнений, прежде всего необходимо определить скорость оси колеса. Используя уравнения 
[image: image1122.wmf]()()
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 и первое из уравнений 
[image: image1123.wmf]()

k

, получаем: 


                  
[image: image1124.wmf]111

3

sin()

2

dv

mmgTq

dt

a

=-.


Используя уравнения 
[image: image1125.wmf]()()()
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 и третье из уравнений 
[image: image1126.wmf]()
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, получаем: 
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С учетом уравнений 
[image: image1128.wmf]()
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 и второго уравнения 
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, из 
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 получаем: 
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Складывая уравнения 
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, получаем: 
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Из уравнения 
[image: image1134.wmf]()
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 находим ускорение центра 
[image: image1135.wmf]A

 колеса: 
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Интегрируя по времени при нулевых начальных условиях, определяем скорость центра 
[image: image1137.wmf]A

 колеса: 
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Подставляя ускорение 
[image: image1139.wmf]w

 центра колеса в уравнения 
[image: image1140.wmf]()
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 и 
[image: image1141.wmf]()
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, определяем натяжение троса на участках 
[image: image1142.wmf]AC

 и 
[image: image1143.wmf]BC

: 



[image: image1144.wmf]1311

3

sin

2

TTmgmw

a

¢

==-;




[image: image1145.wmf](

)

2322

sincos

TTmwmgf

bb

==++.


Из уравнений 
[image: image1146.wmf]()

p

 определяем реакцию шарнира 
[image: image1147.wmf]C

 блока: 
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6.3. Использование теоремы об изменении кинетической энергии
      Применение теоремы об изменении кинетической энергии наиболее эффективно при решении задач, в которых необходимо определить зависимость какой–либо скорости (линейной или угловой) от перемещений, совершенных точками механической системы. 


Пример 6.11

При условиях задачи, рассмотренной в примере 6.10, определить зависимость скорости оси колеса 
[image: image1150.wmf]v

 от числа оборотов 
[image: image1151.wmf]n

 блока 
[image: image1152.wmf]C

. 


      Начальная кинетическая энергия системы равна нулю. Система состоит из трех абсолютно твердых тел и нерастяжимого троса, поэтому суммарная работа всех внутренних сил также равна нулю. При таких условиях кинетическая энергия системы в любой момент времени равна сумме работ внешних сил, совершенных к этому моменту времени: 
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      Найдем кинетическую энергию системы. Используя формулы (5.6), (5.7), (5.8), а также соотношения 
[image: image1154.wmf]()
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 из примера 6.10, получаем: 
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      При вычислении работы внешних сил заметим, что сила трения 
[image: image1157.wmf]1
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 работу не совершает, поскольку точка приложения этой силы 
[image: image1158.wmf]K

 в любой момент времени имеет нулевую скорость. Перемещения точек связаны между собой соотношениями (Рис.6.11): 
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Вычислим работу внешних сил: 
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Возвращаясь к теореме об изменении кинетической энергии, находим: 
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      Можно привести ряд задач, в которых именно теорема об изменении кинетической энергии в дифференциальной или интегральной форме предоставляет возможность достаточно просто определить скорости точек. Это замечание относится в первую очередь к тем задачам, в которых механическая система имеет одну степень свободы. 



Пример 6.12

По рельсам, положенным по пути 
[image: image1165.wmf]AB

 и образующим затем петлю в виде кругового кольца 
[image: image1166.wmf]BC

 радиуса 
[image: image1167.wmf]a

, скатывается тележка массы 
[image: image1168.wmf]m

 (Рис.6.12). Пренебрегая трением, определить, с какой высоты 
[image: image1169.wmf]H

 нужно пустить тележку без начальной скорости, чтобы она могла пройти всю окружность кольца, не отрываясь от него. Определить давление тележки на кольцо в любой точке 
[image: image1170.wmf]M

. 


      Положение точки 
[image: image1171.wmf]M

 на кольце 
[image: image1172.wmf]BC

 будем задавать углом 
[image: image1173.wmf]j

. В соответствии со вторым законом Ньютона 
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Траектория точки 
[image: image1175.wmf]M

 на участке 
[image: image1176.wmf]BC

 — окружность. Интересующая нас сила 
[image: image1177.wmf]N

r

 направлена по нормали к этой окружности. Поэтому запишем уравнение 
[image: image1178.wmf]()

a

 в проекциях на главную нормаль к траектории. Учитывая формулы (1.4), получаем: 
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Остается определить скорость точки. Это в данном случае удобно сделать при помощи теоремы об изменении кинетической энергии. 

[image: image1180.png]Puc. 612




Заметим, что нормальная реакция не совершает работу, т.к. сила 
[image: image1181.wmf]N

r

 всегда направлена перпендикулярно скорости точки приложения силы. Работу совершает только сила тяжести. Поэтому в рассматриваемом случае имеем: 
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Отсюда: 
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Подставляя полученный результат в уравнение 
[image: image1185.wmf]()
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, находим: 
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Как видно из решения (с), давление на опорное кольцо минимально в верхней точке окружности при 
[image: image1187.wmf]jp
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Чтобы тележка не отделялась от опоры в верхней точке, должно выполняться условие 
[image: image1189.wmf]0
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 отсюда: 
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Пример 6.13

Шарик 
[image: image1191.wmf]M

 массы 
[image: image1192.wmf]m

 привязан к концу нерастяжимой нити длины 
[image: image1193.wmf]a

, другой конец которой закреплен. Нить отклонили от вертикали на угол 
[image: image1194.wmf]a

 и отпустили шарик без начальной скорости (Рис.6.13). Определить скорость шарика при прохождении им нижней точки траектории, а также натяжение нити в этом положении. 


 [image: image1739.png]


     Для решения задачи используем дифференциальное уравнение движения точки в проекциях на главную нормаль к траектории (1.4):
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которое в нижней точке траектории принимает вид 
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и теорему об изменении кинетической энергии: 
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поскольку в рассматриваемом случае начальная кинетическая энергия равна нулю, а работу совершает только сила тяжести 
[image: image1199.wmf](1cos)

Amghmga

a

==-.

 

      Таким образом 



[image: image1200.wmf]2

2

2(1cos)(32cos)

v

vgaNmgmg

a

aa

æö

=-;=+=-.

ç÷

èø


Пример 6.14

Тело 
[image: image1201.wmf]M

, масса которого равна 
[image: image1202.wmf]m

, скользит по гладкой цилиндрической поверхности радиуса 
[image: image1203.wmf]r

. К телу прикреплена пружина жесткости 
[image: image1204.wmf]c

, второй конец которой прикреплен к шарниру 
[image: image1205.wmf]1

O

. Длина недеформированной пружины, массой которой можно пренебречь по сравнению с массой тела, равна 
[image: image1206.wmf]o

l

. Расстояние от шарнира до цилиндрической поверхности 
[image: image1207.wmf]1
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 (Рис.6.14). Определить скорость тела и его давление на цилиндрическую поверхность в момент прохождения положения статического равновесия, если в начальный момент времени тело смещено от положения равновесия 
[image: image1208.wmf]O

 по дуге окружности на центральный угол 
[image: image1209.wmf]a

 и отпущено без начальной скорости. 

      На тело действуют две потенциальные силы – сила реакции пружины 
[image: image1210.wmf]F

r

 и сила тяжести 
[image: image1211.wmf]mg
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, а также реакция 
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 гладкой поверхности, работа которой равна нулю. Следовательно, имеет место закон сохранения полной механической энергии 4.29). 

      В начальном положении 
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 имеем 
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где 
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– начальное удлинение пружины, 
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 – высота точки 
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 над нулевым уровнем, проходящим через точку 
[image: image1218.wmf]O
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Из прямоугольного треугольника 
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 получаем: 
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Отсюда: 
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В момент прохождения телом положения статического равновесия имеем: 
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    где     
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      Подставляя найденные величины в закон сохранения полной механической энергии 
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получаем: 
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Отсюда: 
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      Для определения давления тела на опорную поверхность используем теорему о движении центра масс тела (15) в проекциях на главную нормаль в нижней точке траектории: 
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где 
[image: image1228.wmf]()
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 – сила реакции пружины. Отсюда получаем давление тела на поверхность, равное по модулю реакции: 
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Глава 7

Принципы механики. 
Элементы аналитической механики 

7.1. Принцип Даламбера
      Для любой точки механической системы, движущейся относительно инерциальной системы отсчета, справедлив закон движения точки: 
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                                             (7.1)

где 


[image: image1231.wmf]k
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 – масса точки с номером 
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 – ее ускорение; 
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 – равнодействующая всех внешних сил, действующих на точку с номером 
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 – равнодействующая всех внутренних сил, действующих на точку с номером 
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      Даламберу принадлежит идея придать уравнениям движения (7.1) вид уравнений равновесия. Для этого вводится в рассмотрение сила инерции материальной точки: 
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Уравнения (7.1) представляются в виде: 
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Складывая почленно все уравнения (7.1), получаем: 
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      Пусть 
[image: image1241.wmf]O

 – произвольно выбранная точка. Умножая каждое из уравнений (7.1) слева векторно на радиус-вектор точки и складывая затем все полученные уравнения, имеем: 
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      Уравнения (7.4) и (7.5) называются основными уравнениями кинетостатики. Заметим, что в эти уравнения не входят внутренние силы, поскольку главный вектор и главный момент внутренних сил любой механической системы равны нулю (см. (4.2) и (4.3)). 

      Как следует из (7.4) и (7.5): 

в каждый момент времени система сил, состоящая из всех внешних сил, приложенных к механической системе, и всех сил инерции материальных точек, удовлетворяет условиям равновесия абсолютно твердого тела. 

Сформулированное утверждение составляет содержание принципа Даламбера. 

      Вычислим главный вектор сил инерции механической системы. Учитывая равенства (4.15) и (4.16), получаем: 
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      Вычислим главный момент сил инерции механической системы относительно некоторого неподвижного центра 
[image: image1244.wmf]O

. Учитывая определение кинетического момента механической системы (4.11), получаем: 



[image: image1245.wmf]111

nnn

k

okkkkkkk

kkk

dV

MrrmWrm

dt

F

===

=´F=-´=-´=

ååå

r

rr

r

rrr




[image: image1246.wmf](

)

11

nn

ko

kkkkkkkk

kk

drdL

dd

rmVmVrmV

dtdtdtdt

==

éù

æö

æö

=-´-´=-´=-.

ç÷

ç÷

êú

èø

èø

ëû

åå

r

r

rrr

rr


      Таким образом, 
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      Нетрудно видеть, что основные уравнения кинетостатики (7.4) и (7.5) представляют собой другую форму записи теоремы об изменении количества движения механической системы (4.6) и теоремы об изменении кинетического момента механической системы (4.12). 

Пример 7.1

Ломаный стержень 
[image: image1248.wmf]ABD

 левым концом защемлен в стене. По наклонной части стержня под действием силы тяжести скатывается без скольжения однородный цилиндр массы 
[image: image1249.wmf]m

 радиуса 
[image: image1250.wmf]r

. Пренебрегая весом балки, определить реакцию заделки как функцию расстояния 
[image: image1251.wmf]s

 (Рис.7.1). 

      Рассмотрим движение цилиндра. Силовая и кинематическая схемы представлены на Рис.7.2. Уравнения кинетостатики для цилиндра имеют вид:
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Здесь 
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где 
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 – момент инерции цилиндра относительно оси 
[image: image1255.wmf]cz
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	Рис. 7.1
	
	Рис. 7.2


      По условию колесо катится без скольжения, следовательно: 
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Исключая из уравнений кинетостатики силу трения, получаем: 
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      Теперь можно вычислить момент сил инерции: 
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      Для определения искомых составляющих реакции жесткой заделки составим уравнения кинетостатики для всей системы (Рис.7.3), состоящей из балки и катящегося по ней цилиндра: 
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7.2. Классификация связей 
      Основная идея, положенная в основу подхода к решению задач в аналитической механике, состоит в том, чтобы разделить задачу определения закона движения механической системы и задачу определения неизвестных реакций связей. Для этого необходимо получить дифференциальные уравнения движения механической системы в виде, не содержащем реакций связей. Напомним основные положения, касающиеся связей, наложенных на механическую систему, и рассмотрим их классификацию. 
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	Рис. 7.4
	
	Рис. 7.5
	
	Рис. 7.6



      Механическая система называется свободной, если ее точки могут занимать любые положения в пространстве, а их скорости могут принимать любые значения. В противном случае система называется несвободной. Очевидно, для несвободной системы должны быть заданы ограничения, налагаемые на координаты и скорости точек системы. Эти ограничения называют связями. Они могут быть записаны в виде уравнений или неравенств, связывающих время, координаты и скорости точек системы. Конструктивно связи реализуются в виде шарниров, поверхностей, стержней, нитей и т.п. 

      Если механическая система может покинуть связь, то такая связь называется неудерживающей; в противном случае – удерживающей. На Рис.7.4 изображен шарик, привязанный к концу нерастяжимой нити, Такой шарик при натянутой нити движется по сфере радиуса 
[image: image1269.wmf]r

, но может уйти и внутрь этой сферы. При этом нить не натянута (как– бы отсутствует). Это пример неудерживающей связи в отличие от случая, изображенного на Рис.7.5, где такой же шарик находится на конце нерастяжимого стержня. Удерживающие связи записываются в виде уравнений, а неудерживающие – в виде неравенств, связывающих координаты точек системы. 

      Рассмотренные в этих двух примерах связи являются стационарными, в отличие от случая, изображенного на Рис.7.6, где в качестве опоры используется телескопический стержень, длина которого может изменяться со временем. Итак, если вид связи не изменяется со временем, связь называется стационарной; в противном случае – нестационарной. В уравнения (неравенства) стационарных связей время не входит явным образом. 

      Связи могут налагать ограничения не только на координаты точек, но и на их скорости. Например, при качении без скольжения колеса по неподвижной поверхности (Рис.7.7) ограничения, налагаемые связью (поверхность) могут быть выражены уравнениями: 
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Хотя второе из этих уравнений носит относительно координат дифференциальный характер, оно может быть проинтегрировано 
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и заменено алгебраическим соотношением    
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         Рассмотрим другой пример. Конек 
[image: image1273.wmf]AB

 скользит по ледяной поверхности, принятой за координатную плоскость 
[image: image1274.wmf]xy

 (Рис.7.8). Конек имеет выпуклое лезвие, которое касается льда только в одной точке 
[image: image1275.wmf]C

. Положение конька задается двумя координатами точки 
[image: image1276.wmf]C

 и углом 
[image: image1277.wmf]j

. Конек затачивается таким образом, чтобы отсутствовало поперечное скольжение в направлении, перпендикулярном 
[image: image1278.wmf]AB

. Иначе говоря, скорость точки касания 
[image: image1279.wmf]C

 должна быть направлена вдоль конька, т.е. 



[image: image1280.wmf];sincos0

cy

cc

cx

v

tgdxdy

v

jjj

=-=.


	[image: image1281.png]O ST T
K - m.11.C.




	
	[image: image1282.png]Ye

Xce





	
	
	

	Рис. 7.7
	
	Рис. 7.8


      Это уравнение связи (в отличие от предыдущего примера) нельзя проинтегрировать, не зная законов движения конька 
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Связи называются голономными, если их уравнения могут быть записаны в виде, не содержащем производных от координат по времени или дифференциалов координат. 
Связи называются неголономными, если их уравнения содержат неинтегрируемым образом производные от координат по времени или дифференциалы координат. 

В дальнейшем будем рассматривать только голономные удерживающие стационарные 
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и нестационарные 
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связи. Изучение неголономных систем представляет значительные трудности и не входит в число вопросов, излагаемых в данном курсе. Если же на систему наложены неудерживающие связи, то решение задачи можно разбить на ряд временных интервалов, на одних из которых связь действует как удерживающая (на Рис.7.4 нить натянута), а на других как бы отсутствует (нить не натянута). 

7.3. Возможные скорости и возможные перемещения 
      Понятия возможной скорости и возможного перемещения введем сначала для материальной точки, на которую наложена голономная удерживающая нестационарная связь, уравнение которой имеет вид: 
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                                                         (7.7)
Возможной скоростью материальной точки 
[image: image1287.wmf]V
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 называется любая скорость, которую может иметь несвободная материальная точка, не нарушая наложенных на нее в данный момент времени связей. 

      Заметим, что возможная скорость не реализуется как следствие действия приложенных к точке сил. Это – мыслимый набор скоростей, обладая которыми в данном положении 
[image: image1288.wmf]o

M

, точка не покинет поверхность связи (напомним, рассматриваются только удерживающие связи) при условии, что сама поверхность не движется и не деформируется, т.е. при фиксированном времени. Такие скорости могут быть только касательными к поверхности.   Как известно, вектор градиента 
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направлен по нормали к поверхности. Следовательно, возможные скорости должны удовлетворять условию: 
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      Поскольку точка не покидает поверхность связи, ее действительная скорость 
[image: image1291.wmf]Vxiyjzk

=++

r

r

rr

&&

&

 должна удовлетворять условию 
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или 
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      Сравнивая равенства (7.8) и (7.9), замечаем, что если связь нестационарная, то среди возможных скоростей нет ни одной, которая совпадала бы с действительной скоростью. Если же связь стационарная, т.е. время не входит явным образом в уравнение связи (7.7), то 
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 уравнения (7.8) и (7.9) совпадают и среди возможных скоростей найдется такая, которая совпадает в данный момент времени с действительной скоростью. 

Проиллюстрируем сказанное на простых примерах. Пусть на точку 
[image: image1295.wmf]M

 наложена удерживающая стационарная связь в виде стержня, шарнирно закрепленного на другом конце (Рис.7.9). Такая точка может двигаться только по сфере, по касательной к которой и направлена действительная скорость. Если фиксировать время и посмотреть, какие скорости может иметь точка, не отрываясь от стержня, оказывается, что эти скорости могут быть направлены только по касательной к той же сфере. 
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	Рис. 7.9
	
	Рис. 7.10


      Другой пример. Пусть стержень телескопический (Рис.7.10); его длина изменяется по заданному закону 
[image: image1298.wmf]()
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. Такая связь будет удерживающей и нестационарной. К скорости точки 
[image: image1299.wmf]M

, полученной при повороте стержня, добавляется скорость, полученная точкой при выдвижении поршня. Траекторией точки 
[image: image1300.wmf]M

 может быть любая кривая. Если же мы фиксируем время, т.е. мысленно остановим выдвижение стержня, то из занимаемого положения точка может двигаться только по сфере радиуса 
[image: image1301.wmf]1

()

rt

. При этом не найдется ни одной возможной скорости, которая совпала бы с действительной. 

Возможным перемещением материальной точки 
[image: image1302.wmf]r

d

r

 называется любое бесконечно малое перемещение, которое может иметь несвободная материальная точка, не нарушая наложенных на нее в данный момент времени связей. 

      Действительное перемещение и действительная скорость связаны известным соотношением 
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Учитывая равенство (7.9), получаем, что действительное перемещение должно удовлетворять соотношению 
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      Возможное перемещение пропорционально возможной скорости 
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Учитывая равенство (7.8), получаем, что возможное перемещение должно удовлетворять соотношению 
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      Знак 
[image: image1309.wmf]""
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 означает операцию варьирования. Сравнивая (7.10) и (7.11), заметим, что техника варьирования такая же, как техника дифференцирования, но при вычислении вариации функции время не варьируется (считается постоянным – фиксированным). 

      Возможным перемещением механической системы называется множество возможных перемещений всех ее точек. 

7.4. Идеальные связи
Связи, наложенные на механическую систему, называются идеальными, если сумма работ всех реакций связей на любом возможном перемещении системы равна нулю: 
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      Учитывая важность понятия идеальной связи, рассмотрим часто встречающиеся случаи. 

      1.Пусть опорой для тела служит некоторая поверхность, по которой тело может скользить (Рис.7.11). В общем случае реакция поверхности 
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 имеет две составляющие – нормальную 
[image: image1312.wmf]N

r

 и касательную 
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, которая называется силой трения. При любом возможном перемещении тела возможная работа реакции отлична от нуля за счет работы силы трения:
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Если же поверхность идеальная, то сила трения отсутствует и 
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      Особый случай составляет качение без проскальзывания колеса по поверхности. Сила реакции снова имеет две составляющие 
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 и 
[image: image1317.wmf]F

t

r

. Помимо этих составляющих возможно возникновение момента трения качения 
[image: image1318.wmf]M
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 (Рис.7.12). При любом возможном перемещении колеса скорость точки приложения сил 
[image: image1319.wmf]N
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 и 
[image: image1320.wmf]F
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 равна нулю и, следовательно, возможная работа этих сил равна нулю. Однако, момент трения качения может совершить работу при возможном повороте колеса. Если же колесо и опорная поверхность считаются абсолютно твердыми и 
[image: image1321.wmf]0
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, то такая связь будет идеальной. 
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	Рис. 7.11
	
	Рис. 7.12


2. Рассмотрим две материальные точки 
[image: image1324.wmf]A

 и 
[image: image1325.wmf]B

, связанные невесомым деформируемым стержнем (Рис.7.13). В соответствии с третьим законом Ньютона 
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. По теореме сложения скоростей при сложном движении точки 
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где 
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 – составляющие возможной относительной скорости, направленные вдоль отрезка 
[image: image1330.wmf]AB

 и перпендикулярно ему соответственно. 

      Для возможной суммарной мощности сил реакций получаем: 
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	Рис. 7.13
	
	Рис. 7.14


      Если стержень 
[image: image1335.wmf]AB

 недеформируемый 
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 то суммарная возможная работа реакций равна нулю и связь будет идеальной. Такая связь реализуется в абсолютно твердом теле. Если же возможна деформация стержня, рассмотренная связь не будет идеальной, поскольку возможная работа реакций при растяжении–сжатии стержня будет отлична от нуля. 

      3. Неподвижный шарнир может рассматриваться как идеальная связь, если трением в шарнире можно пренебречь (Рис.7.14). В этом случае. поскольку точка приложения реакции шарнира неподвижна. возможная работа реакции шарнира равна нулю. Если же трение в шарнире необходимо учитывать, то связь не будет идеальной, так как при возможном повороте тела вокруг шарнира будет совершать работу момент сил трения. 

7.5. Принцип возможных перемещений 
      Принцип возможных перемещений устанавливает условия равновесия механических систем. Под равновесием механической системы традиционно понимают состояние ее покоя по отношению к выбранной инерциальной системе отсчета. 

     Рассмотрим механическую систему, состоящую из 
[image: image1337.wmf]n

 материальных точек. Для ее равновесия необходимо и достаточно, чтобы суммы всех сил, действующих на каждую точку системы, и скорости всех точек в начальный момент времени равнялись нулю: 
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где 


[image: image1339.wmf]k
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 –  равнодействующая всех активных сил, действующих на точку с номером 
[image: image1340.wmf]k
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 – равнодействующая всех сил реакций связей, наложенных на точку с номером 
[image: image1342.wmf]k

, как внешних, так и внутренних.

Для равновесия механической системы с идеальными удерживающими стационарными связями необходимо и достаточно, чтобы сумма элементарных работ всех приложенных к системе активных сил на любом возможном перемещении системы равнялась нулю и скорости всех точек в начальный момент времени равнялись нулю:  
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      Сформулированное утверждение называют принципом возможных перемещений. Его действительно можно использовать как принцип, т.е. принять без доказательства, однако, при изложении данного курса в качестве аксиом приняты законы Ньютона и, следовательно, доказательство необходимо. 

      Необходимость. Пусть механическая система находится в равновесии. Следовательно, выполняются условия (7.13). Из данного положения дадим системе возможное перемещение. Умножим каждое из уравнений (7.13) скалярно на соответствующее точке возможное перемещение 
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 и сложим все полученные уравнения: 
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По условию связи идеальные, следовательно, справедливо равенство (7.12). Из (7.12) и (7.15) получаем (7.14). 

Достаточность. Приложим к точкам покоящейся механической системы систему сил, удовлетворяющих равенству (7.14) и, следовательно, поскольку связи идеальные (7.12), равенству 
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      Покажем, что механическая система останется в покое. Допустим противное – система под действием приложенных сил пришла в движение, т.е. ее точки получили ускорения 
[image: image1347.wmf]k
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. Эти ускорения должны быть направлены по касательным к траекториям точек, поскольку скорости равны нулю и нормальные составляющие ускорений отсутствуют. Таким образом, действительные перемещения точек пропорциональны их ускорениям. По условию связи стационарные и, следовательно, среди возможных перемещений системы найдется такое, которое совпадает с действительным. Возьмем в качестве возможного перемещения систему векторов, пропорциональных ускорениям точек 
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. Равенство (7.16) примет вид: 
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или, учитывая, что для каждой точки справедлив второй закон Ньютона, 
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Это равенство может иметь место только в том случае, если ускорения всех точек равны нулю 
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 Следовательно, механическая система после приложения активных сил останется в покое. 

      Заметим, что если вместо возможных перемещений использовать пропорциональные им возможные скорости (что позволяет в полной мере использовать при решении задач кинематические методы), то условия равновесия записываются в виде: 
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т.е. 

для равновесия механической системы с идеальными, удерживающими, стационарными связями необходимо и достаточно, чтобы сумма мощностей всех приложенных к системе активных сил при любых возможных скоростях ее точек равнялась нулю и скорости всех точек в начальный момент времени равнялись нулю.  

      Принцип возможных перемещений позволяет не только исследовать условия равновесия различных механизмов, но и является мощным средством выборочного определения реакций идеальных связей. Для определения реакции какой–либо связи необходимо эту связь отбросить, а ее реакцию включить в число активных сил. 

      Принцип возможных перемещений применяется и при наличии неидеальных связей, реакция которых (например, сила трения) включается в число активных сил. 


Пример 7.2

Определить зависимость между модулями сил 
[image: image1353.wmf]P

r

 и 
[image: image1354.wmf]Q
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 в клиновом прессе, если сила приложена к концу рукоятки длины 
[image: image1355.wmf]a

 перпендикулярно плоскости, содержащей рукоятку и ось винта (Рис.7.15). Шаг винта равен 
[image: image1356.wmf]h

. Угол при вершине клина 
[image: image1357.wmf]a

. 
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      Дадим системе возможное перемещение: пусть 
[image: image1358.wmf]dj

 – угол поворота рукоятки; 
[image: image1359.wmf]A
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 – перемещение точки 
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; 
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 – горизонтальное перемещение клина; 
[image: image1362.wmf]B
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 – вертикальное перемещение точки 
[image: image1363.wmf]B

. 

      При исследовании условий равновесия механизмов в зависимости от конкретной задачи, исходя из соображений удобства, можно использовать как возможные скорости, так и возможные перемещения. Для сравнения в этом первом разбираемом примере рассмотрим и возможные перемещения, и возможные скорости. 

      Условия равновесия системы можно записать в виде (7.14) или в виде (7.17): 
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      Возможные перемещения связаны между собой соотношениями (Рис.7.16) 


[image: image1365.wmf]2

AB

x

sastgx

h

ddj

ddjdad

p

=×;=;=×


или (для возможных скоростей) 
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Отсюда:
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Теперь условия равновесия записываются в виде 
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Отсюда: 
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Пример 7.3
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Полиспаст состоит из неподвижного блока и 
[image: image1371.wmf]n

 подвижных блоков (Рис.7.17). Определить в случае равновесия отношение веса 
[image: image1372.wmf]Q

 поднимаемого груза 
[image: image1373.wmf]B

 к величине силы 
[image: image1374.wmf]P

, приложенной к свободному концу 
[image: image1375.wmf]A

 троса. 

      Условие равновесия (81) имеет вид 
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      Рассмотрим первый из подвижных блоков. Точка 
[image: image1377.wmf]D

 – мгновенный центр скоростей блока (Рис.7.18). Возможная скорость точки 
[image: image1378.wmf]E

 численно равна возможной скорости точки 
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. Следовательно, 
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 Скорость центра каждого последующего подвижного блока равна половине скорости центра предыдущего подвижного блока. Таким образом, 
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      Подставляя полученный результат в условие равновесия, имеем: 


[image: image1382.wmf](
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Пример 7.4

Составная балка 
[image: image1383.wmf]AD

, лежащая на двух опорах 
[image: image1384.wmf]H

 и 
[image: image1385.wmf]D

, состоит из трех балок 
[image: image1386.wmf]AB

, 
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 и 
[image: image1388.wmf]CD

, шарнирно соединенных в точках 
[image: image1389.wmf]B

 и 
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. Балка 
[image: image1391.wmf]AB

 в сечении 
[image: image1392.wmf]A

 защемлена в стене. К балке приложены три силы 
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 и 
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 и момент 
[image: image1396.wmf]M

 (Рис.7.19). Определить реакцию опоры 
[image: image1397.wmf]H

, составляющие реакции заделки, а также момент реакции заделки. 
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      1. Определим реакцию опоры 
[image: image1399.wmf]H

. Отбросим подвижный шарнир 
[image: image1400.wmf]H

, заменив его действие реакцией 
[image: image1401.wmf]H
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. Эпюры возможных скоростей приведены на Рис.7.20. Условие равновесия (7.17) принимает вид: 
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Балка 
[image: image1403.wmf]BC

 может вращаться вокруг шарнира 
[image: image1404.wmf]B

 и, следовательно,
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Балка 
[image: image1406.wmf]CD

 может совершать плоско–параллельное движение. Ее мгновенный центр скоростей совпадает с точкой 
[image: image1407.wmf]D

. Возможные скорости связаны соотношениями 
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Выражая возможные скорости через какую-нибудь одну, например 
[image: image1410.wmf]C
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, записываем условие равновесия в виде: 
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Поскольку 
[image: image1412.wmf]C
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 –  любая возможная скорость (не равная нулю), приравниваем скобку к нулю и находим: 
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      2. Найдем горизонтальную составляющую реакции заделки. Заменим жесткое защемление в сечении 
[image: image1414.wmf]A

 на ползун с горизонтальными направляющими (Рис.7.21). При этом необходимо ввести горизонтальную составляющую реакции заделки 
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 Составная балка 
[image: image1416.wmf]AD

 получает возможность перемещаться поступательно в горизонтальном направлении. 
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Условие равновесия (7.17) принимает вид: 
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Но 
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 и, следовательно, 
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      3. Определим вертикальную составляющую реакции заделки. Заменим жесткое соединение на ползун с вертикальными направляющими (Рис.7.22). Балка 
[image: image1421.wmf]AB

 получает возможность поступательного перемещения по вертикали. Балка 
[image: image1422.wmf]BC

 может двигаться плоско–параллельно, имея мгновенный центр скоростей в точке 
[image: image1423.wmf]H

. Мгновенный центр скоростей балки 
[image: image1424.wmf]CD

 по–прежнему находится в точке 
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. Условие равновесия (7.17) принимает вид: 
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Возможные скорости связаны между собой соотношениями: 
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Выражая возможные скорости через какую-нибудь одну, например 
[image: image1429.wmf]C
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, получаем: 
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откуда: 
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      4. Для определения реактивного момента 
[image: image1432.wmf]A
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 предоставим балке 
[image: image1433.wmf]AB

 возможность вращаться, заменив жесткое защемление в сечении 
[image: image1434.wmf]A

 неподвижным шарниром (Рис.7.23). 

Условие равновесия (7.17) принимает вид: 
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По сравнению с предыдущим случаем изменилось кинематическое состояние только стержня 
[image: image1436.wmf]AB

. Теперь 
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Опять вынося за скобку 
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получаем: 
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7.6. Общее уравнение динамики 
      Рассмотрим механическую систему, состоящую из 
[image: image1442.wmf]n

 материальных точек, на которую наложены идеальные удерживающие связи. Уравнения движения точек имеют вид: 
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где 
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 – равнодействующая всех активных сил, действующих на точку с номером 
[image: image1445.wmf]k
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[image: image1446.wmf]k
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 – равнодействующая реакций связей, наложенных на точку с номером 
[image: image1447.wmf]k

. 

       При фиксированном времени дадим точкам системы возможные перемещения. Умножим каждое из уравнений движения скалярно на соответствующее возможное перемещение и сложим все полученные уравнения: 
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Поскольку по условию связи идеальные (7.12), последняя сумма равна нулю и, следовательно, 
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                                                (7.18)

      Уравнение (7.18) называется общим уравнением динамики. 

      При использовании общего уравнения динамики удобно вводить в рассмотрение силы инерции (7.2). В этом случае уравнение (7.18) принимает вид: 
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      Равенство (7.19) составляет содержание так называемого принципа Лагранжа–Даламбера: 

в каждый момент времени при движении механической системы с идеальными удерживающими связями сумма работ всех активных сил и всех сил инерции на любом возможном перемещении системы равна нулю.  

Переходя к возможным скоростям точек системы, получаем: 
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Пример 7.5

Сохраняя условия примера 6.10, определить ускорение оси катка (Рис.7.24). 

      При составлении силовой схемы необходимо учесть приложенные к системе активные силы, которые могут совершить работу на возможном перемещении системы, все силы инерции и реакции неидеальных связей (в данном случае силу трения 
[image: image1452.wmf]2
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). Общее уравнение динамики можно записать как через возможные перемещения, так и через возможные скорости. В рассматриваемом случае получаем: 
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причем, 
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Условия, налагаемые связями, приводят к соотношениям: 
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Отсюда получаем соотношения между ускорениями: 
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Полученные результаты подставляем в общее уравнение динамики: 
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Подставляя значения моментов инерции и силы трения, окончательно получаем: 
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 ,
что полностью совпадает с результатом, полученным при решении примера 6.10. 



Пример 7.6

Сохраняя условия примера 6.8, получить дифференциальные уравнения движения системы на основе общего уравнения динамики (Рис.7.25). 


      Силовая и кинематическая схемы представлены на Рис.7.25. Общее уравнение динамики в рассматриваемом случае имеет вид: 
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      Система имеет две степени свободы. В качестве независимых координат примем координату призмы 
[image: image1462.wmf]x

 и относительную координату оси катка 
[image: image1463.wmf]s

. Кинематические условия, налагаемые связями, имеют вид: 
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   Отсюда:    
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Учитывая, что 
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получаем общее уравнение динамики в виде: 
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      Поскольку возможные перемещения 
[image: image1473.wmf]x

d

 и 
[image: image1474.wmf]s
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 могут принимать любые значения и не зависят друг от друга, общее уравнение динамики распадается на систему двух дифференциальных уравнений относительно координат 
[image: image1475.wmf]x

 и 
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: 
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Естественно, этот результат совпадает с результатом, полученным в примере 6.8. 

7.7. Обобщённые координаты и обобщенные силы 
      Рассмотрим механическую систему, состоящую из 
[image: image1479.wmf]n

 материальных точек, на которую наложено 
[image: image1480.wmf]s

 голономных идеальных удерживающих связей. Среди 
[image: image1481.wmf]3
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 координат точек системы независимых будет только 
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 координат. Остальные определяются через независимые при помощи уравнений связей. 

      Любой набор параметров, определяющих положение механической системы, называются ее обобщенными координатами: 
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Для голономных систем число независимых обобщенных координат совпадает с числом степеней свободы механической системы. Заметим, что обобщенные координаты могут иметь различный геометрический или механический смысл. Ими могут быть линейные и угловые величины, а также параметры, имеющие размерность площади, объема и т.п. 

      Радиусы-векторы точек системы будут функциями обобщенных координат и времени: 
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Вычислим вариации радиусов-векторов через вариации обобщенных координат. Напомним, что эти вариации (другими словами, возможные перемещения точек системы) вычисляются при фиксированном времени: 
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      Сумма работ всех приложенных к системе активных сил на ее возможном перемещении называется возможной работой. Возможная работа может быть вычислена как через возможные перемещения точек приложения сил, так и через вариации обобщенных координат 
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множитель 
[image: image1488.wmf]j
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 при вариации обобщенной координаты 
[image: image1489.wmf]j
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 в выражении для возможной работы активных сил системы называется обобщенной силой, соответствующей обобщенной координате 
[image: image1490.wmf]j

q

. 

      Можно предложить несколько способов вычисления обобщенных сил. 

1. Обобщенные силы можно вычислить по формуле: 
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                       (7.22)
Как видно, при использовании формулы (7.22) координаты точек приложения активных сил должны быть известны как функции обобщенных координат. 

      2. Для вычисления какой–либо обобщенной силы, например 
[image: image1493.wmf]j
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, дадим системе такое возможное перемещение, при котором все вариации обобщенных координат, кроме 
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, равны нулю. Соответствующую возможную работу обозначим 
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 Тогда: 
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      3.  Если приложенные к системе активные силы потенциальны, то 
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где 
[image: image1498.wmf]P

 – потенциальная энергия системы. Тогда 
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      Очевидно, при использовании формулы (7.24) потенциальная энергия системы должна быть известна как функция обобщенных координат. 

Пример 7.7

Двойной математический маятник состоит из двух невесомых стержней длины 
[image: image1500.wmf]a

 и 
[image: image1501.wmf]b

, на концах которых укреплены материальные точки 
[image: image1502.wmf]1
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 и 
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 массы 
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 и 
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 соответственно. Первый стержень может вращаться вокруг неподвижной горизонтальной оси 
[image: image1506.wmf]Oz

, а второй — вокруг подвижной оси 
[image: image1507.wmf]1
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 (Рис.7.26). Вычислить обобщенные силы. 


      Положение маятника полностью определяется двумя углами 
[image: image1508.wmf]j

 и 
[image: image1509.wmf]y

 отклонения стержней от вертикали. Эти углы принимаем за обобщенные координаты. Таким образом, система имеет две степени свободы. 

      Обобщенные силы вычислим всеми тремя способами. 

Первый способ. Найдем проекции сил 
[image: image1510.wmf]11
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 на координатные оси и координаты точек приложения этих сил: 
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      Обобщенные силы найдем по формулам (7.22), которые в рассматриваемом случае принимают вид 
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Подставляя сюда проекции сил и координаты точек их приложения, получаем: 
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Второй способ. Вычислим сначала 
[image: image1522.wmf]2

Q

. Дадим системе возможное перемещение 
[image: image1523.wmf]00
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 На таком возможном перемещении совершит работу только сила 
[image: image1524.wmf]2
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, поскольку точка приложения силы 
[image: image1525.wmf]1
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 остается неподвижной. Работу силы 
[image: image1526.wmf]2
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 вычислим как работу силы, приложенной к твердому телу, вращающемуся вокруг неподвижной оси 
[image: image1527.wmf]1
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Коэффициент при вариации обобщенной координаты 
[image: image1529.wmf]y

 равен обобщенной силе: 
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      Для вычисления 
[image: image1531.wmf]1
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 дадим системе другое возможное перемещение 
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 при котором первый стержень поворачивается, а второй движется поступательно. Работу силы 
[image: image1533.wmf]1
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 вычисляем аналогично предыдущему, а при вычислении работы силы 
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 заметим, что вертикальные перемещения точек приложения сил 
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Отсюда: 
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Третий способ. Активные силы 
[image: image1539.wmf]1
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 и 
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 потенциальны. Найдем потенциальную энергию 
[image: image1541.wmf]P

, вычислив ее как работу сил 
[image: image1542.wmf]1
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 и 
[image: image1543.wmf]2
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 при перемещении системы из данного положения в горизонтальное, принимаемое за нулевой уровень потенциальной энергии: 
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Обобщенные силы находим теперь по формуле (7.24): 
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7.8. Уравнения Лагранжа 2–го рода 
      Общее уравнение динамики (7.18) дает возможность составлять дифференциальные уравнения движения, не содержащие реакций идеальных связей. Для сравнительно простых механических систем непосредственное применение этого уравнения вполне оправдано, однако, в более сложных случаях использование общего уравнения динамики приводит, как правило, к относительно сложным преобразованиям. Поэтому значительно удобнее пользоваться не общим уравнением динамики, а вытекающими из него уравнениями Лагранжа 2–го рода, в которых для голономных систем основные трудности преобразований преодолеваются уже в общем виде. 

      Рассмотрим механическую систему, состоящую из 
[image: image1547.wmf]n

 материальных точек, на которую наложено 
[image: image1548.wmf]s

 голономных идеальных удерживающих связей. Представляя возможные перемещения через вариации обобщенных координат (7.18), запишем общее уравнение динамики (7.18) в виде: 
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Отсюда 
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или, учитывая определение обобщенной силы (7.22): 
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      Так как обобщенные координаты независимы и следовательно, их вариации (при наличии только голономных связей) произвольны, то из последнего уравнения следует, что все скобки равны нулю: 
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      Преобразуем общий член суммы в левой части равенства (7.25): 
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Радиус–вектор любой точки системы представляет собой функцию обобщенных координат и времени 
[image: image1554.wmf](
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где 
[image: image1556.wmf]j
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 называется обобщенной скоростью. 

      Дифференцируя равенство (7.27) частным образом по обобщенной скорости 
[image: image1557.wmf]j
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, получаем: 
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      Продифференцируем равенство (7.27) частным образом по обобщенной координате: 
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Вычислим 
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Сравнивая равенства (7.29) и (7.30), получаем: 

                                                                  
[image: image1561.wmf]kk
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Учитывая тождества (7.28) и (7.31), представляем равенство (7.26) в виде: 
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    (7.32)

Подставляя (7.32) в (7.31), получаем: 
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Учитывая определение кинетической энергии механической системы (4.18), получаем: 
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где 


[image: image1565.wmf]T

 – кинетическая энергия системы; 


[image: image1566.wmf]j

q

 – обобщенная координата; 


[image: image1567.wmf]j

q

&

 – обобщенная скорость; 


[image: image1568.wmf]j

Q

 –   обобщенная сила; 


[image: image1569.wmf]n

 – число степеней свободы системы. 

      Уравнения (7.33) называются уравнениями Лагранжа 2–го рода. Они представляют собой дифференциальные уравнения движения голономной механической системы в обобщенных координатах. Эти уравнения не содержат реакций идеальных связей. Число уравнений Лагранжа 2–го рода равно числу степеней свободы механической системы. 

      Если силы, действующие на механическую систему, потенциальны, то в соответствии с формулой (7.24) уравнения (7.33) можно записать в виде: 
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где 
[image: image1571.wmf]P

 – потенциальная энергия системы. 

      Если теперь ввести в рассмотрение функцию Лагранжа 
[image: image1572.wmf]LT

=-P

 и учесть, что потенциальная энергия не зависит от обобщенных скоростей, то уравнения (7.33) представляются в виде: 
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Пример 7.7

Каток 
[image: image1574.wmf]A

, представляющий собой сплошной однородный цилиндр массы 
[image: image1575.wmf]1

m

 радиуса 
[image: image1576.wmf]r

, катится без проскальзывания по горизонтальной поверхности. К оси катка привязан трос, переброшенный через неподвижный блок 
[image: image1577.wmf]B

 и растягиваемый грузом 
[image: image1578.wmf]D

, масса которого 
[image: image1579.wmf]3

m

 (Рис.7.27). Блок 
[image: image1580.wmf]B

 представляет собой сплошной однородный цилиндр массы 
[image: image1581.wmf]2

m

. В начальный момент система находится в покое, пружина не растянута. Определить движение системы, предполагая, что при качении катка возникает постоянный момент сопротивления 
[image: image1582.wmf]c

M
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      Система имеет две степени свободы. В качестве обобщенных координат примем координату 
[image: image1584.wmf]x

 оси катка и удлинение пружины 
[image: image1585.wmf]s

. Вычислим кинетическую энергию системы: 



[image: image1586.wmf]2222

2

2

23

1

2

3

()

222244

AAAABBDD

mm

mvJJmv

Tmxs

x

ww

+

=+++=+×+.

&&

&


Уравнения Лагранжа 2–го рода в рассматриваемом случае имеют вид: 
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Кинетическая энергия в рассматриваемом случае не зависит явным образом от обобщенных координат, поэтому 
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Вычислим частные производные по обобщенным скоростям: 
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Для вычисления обобщенных сил используем формулы (7.23):  пусть 
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пусть 
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xs

dd

=;¹,

 тогда 


[image: image1593.wmf]333

отсюда

ss

AmgsFsQmgFmgcs

ddd

=-=-=-.


где 
[image: image1594.wmf]c

 — коэффициент жесткости пружины. 

      Положим для определенности 
[image: image1595.wmf]123
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 В этом случае уравнения Лагранжа примут вид: 
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Интегрируя полученную систему уравнений при нулевых начальных условиях, находим: 


[image: image1597.wmf](
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где 
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причём,  
[image: image1599.wmf]c
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Пример 7.8

Каток массы 
[image: image1600.wmf]1

m

 радиуса 
[image: image1601.wmf]r

 может перекатываться без проскальзываания по горизонтальной плоскости. К оси катка привязана нерастяжимая нить длинной 
[image: image1602.wmf]a

, на конце которой закреплен шарик массы 
[image: image1603.wmf]2

m

 (Рис.7.28). Составить дифференциальные уравнения малых колебаний системы. Каток считать сплошным однородным цилиндром. Сопротивлением качения пренебречь. 

      Система имеет две степени свободы. В качестве обобщенных координат примем координату 
[image: image1604.wmf]x

 оси катка и угол отклонения нити от вертикали 
[image: image1605.wmf]j

. Вычислим кинетическую энергию системы: 
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Каток катится без проскальзывания и, следовательно,     
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Учитывая, что 
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вычисляем проекции скорости точки 
[image: image1609.wmf]M

 на оси координат:
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Полагая для определенности 
[image: image1612.wmf]12
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, получаем кинетическую энергию системы: 
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Вычислим частные производные по обобщенным скоростям: 
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Вычислим частные производные по обобщенным координатам: 
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Для вычисления обобщенных сил используем формулы (7.23):  пусть 
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пусть 
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Уравнения Лагранжа принимают вид: 
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По условию колебания малые, т.е. 
[image: image1624.wmf]sin
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 Пренебрегая малыми более высокого порядка 
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 получаем: 
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Пример 7.9

[image: image1747.png]Puc. 7.28



Сохраняя условия примера 6.8, получить дифференциальные уравнения движения системы на основе уравнений Лагранжа 2–го рода. 


      Система имеет две степени свободы. В качестве обобщенных координат примем координату 
[image: image1628.wmf]x

 призмы и относительную координату оси катка 
[image: image1629.wmf]s

. Вычислим кинетическую энергию системы: 
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Учитывая, что 
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получаем: 
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Для вычисления обобщенных сил используем формулы (7.23):  пусть 
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пусть 
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     отсюда      
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Уравнения Лагранжа принимают вид: 
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Приложение    

Варианты расчётно-графических 
заданий и контрольных работ 

Задание 1
      Механическая система состоит из четырех тел. Призма (тело 4) может скользить по горизонтальной поверхности. По боковым граням призмы катятся без проскальзывания катки 1 и 3, связанные между собой тросами, переброшенными через блок 2 (Рис.8.1). Тросы параллельны соответствующим боковым граням призмы. 

      Каток 1 представляет собой сплошной однородный цилиндр массы 
[image: image1644.wmf]1
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 радиуса 
[image: image1645.wmf]1
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. Блок 2 и каток 3 – одинаковые сплошные однородные сдвоенные цилиндры массы 
[image: image1646.wmf]23
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 с внутренним радиусом 
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 и наружным радиусом 
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. Даны радиусы инерции цилиндров 
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      Величины 
[image: image1650.wmf]m

 и 
[image: image1651.wmf]r

 считаются заданными. Масса призмы 
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      Система приводится  в  движение  из состояния покоя моментом М, приложенным к катку 1. Задан закон относительного движения 
[image: image1655.wmf]()

st

 оси 
[image: image1656.wmf]A

 катка 1. 


      1.  Считая, что трение между призмой и опорной поверхностью отсутствует, определить закон движения призмы 
[image: image1657.wmf]()

xt

. 

      2.   Построить графики движения 
[image: image1658.wmf]()

xt

 и 
[image: image1659.wmf]()

st

. 

      3.   Определить нормальную реакцию опорной поверхности. 

      4.   Считая, что призма удерживается силой трения в покое, определить силу трения. 

Варианты схем и зависимость 
[image: image1660.wmf]()

st

 приведены в Таблице 1. 

Задание 2
      Рассматривается механическая система, описанная в Задании 1. Призма считается закрепленной. Система приводится в движение из состояния покоя моментом 
[image: image1661.wmf]()

Mt

, приложенным к катку 1. 


      1. Используя общие теоремы динамики, составить систему уравнений, описывающих движение заданной механической системы. Исключая из этой системы уравнений внутренние силы, получить дифференциальное уравнение, служащее для определения зависимости 
[image: image1662.wmf]()

st

 координаты точки А от времени - дифференциальное уравнение движения системы. 

      2. Получить то же самое дифференциальное уравнение движения системы, используя теорему об изменении кинетической энергии в дифференциальной форме. 

      3. Получить дифференциальное уравнение движения механической системы на основании общего уравнения динамики. 

      4. Убедившись в совпадении результатов, полученных тремя независимыми способами, проинтегрировать дифференциальное уравнение движения системы, получив зависимость 
[image: image1663.wmf]()

st

 координаты точки А от времени. 

      5. Построить графики зависимостей 
[image: image1664.wmf]()

Mt

 и 
[image: image1665.wmf]()

st

. 

      6. Определить натяжения тросов в начальный момент времени (при 
[image: image1666.wmf]0

t

=

). 

Варианты схем и зависимость вращающего момента от времени приведены в Таблице 2. 




Задание 3
      Рассматривается механическая система, описанная в Задании 1. Трение между призмой и опорной поверхностью отсутствует. Система приводится в движение из состояния покоя моментом 
[image: image1667.wmf]()

Mt

, приложенным к катку 1. 

      1. Используя общие теоремы динамики, составить систему уравнений, описывающих движение заданной механической системы. Исключая из этой системы уравнений внутренние силы, получить дифференциальные уравнения, служащие для определения зависимости 
[image: image1668.wmf]()

st

 координаты точки А от времени и 
[image: image1669.wmf]()

xt

 - закон движения призмы. 

      2. Получить дифференциальные уравнения движения механической системы на основании общего уравнения динамики. 

      3. Получить дифференциальные уравнения движения механической системы на основании уравнений Лагранжа 2-го рода. 

      4. Убедившись в совпадении результатов, полученных тремя независимыми способами, проинтегрировать дифференциальные уравнения движения системы, получив зависимости 
[image: image1670.wmf]()

st

 и 
[image: image1671.wmf]()

xt

. 

      5. Построить графики зависимостей 
[image: image1672.wmf]()

st

 и 
[image: image1673.wmf]()

xt

. 

Варианты схем и зависимость вращающего момента от времени приведены в Таблице 2. 







Задание 4
      Механическая система состоит из четырех цилиндров, связанных между собой нерастяжимыми тросами (Рис.8.2). Каток 1 массы 
[image: image1674.wmf]1

4

mm

=

 радиуса 
[image: image1675.wmf]1
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 катится без скольжения по неподвижной плоскости, наклоненной под углом 
[image: image1676.wmf]30
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 к горизонту. Блоки 2 и 3 – одинаковые сплошные однородные сдвоенные цилиндры массы 
[image: image1677.wmf]23
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 с внутренним радиусом 
[image: image1678.wmf]23
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 и наружным радиусом 
[image: image1679.wmf]23
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. Даны радиусы инерции цилиндров 



[image: image1680.wmf]222
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Величины 
[image: image1681.wmf]m

 и 
[image: image1682.wmf]r

 считаются заданными. 

      Система приводится в движение из состояния покоя моментом 
[image: image1683.wmf]()

Mt

, приложенным к катку 1. 

[image: image1684.png]Puc. & 2





      1. Используя общие теоремы динамики, составить систему уравнений, описывающих движение заданной механической системы. Исключая из этой системы уравнений внутренние силы, получить дифференциальное уравнение, служащее для определения зависимости 
[image: image1685.wmf]()

st

 координаты точки А от времени - дифференциальное уравнение движения системы. 

      2. Получить то же самое дифференциальное уравнение движения системы, используя теорему об изменении кинетической энергии в дифференциальной форме. 

      3. Получить дифференциальное уравнение движения механической системы на основании общего уравнения динамики. 

      4. Получить то же самое дифференциальное уравнение движения системы, составив для нее уравнения Лагранжа 2–го рода. 

      5. Убедившись в совпадении результатов, полученных четырьмя независимыми способами, проинтегрировать дифференциальное уравнение движения системы, получив зависимость 
[image: image1686.wmf]()

st

 координаты точки А от времени. 

      6. Построить графики зависимостей 
[image: image1687.wmf]()

Mt

 и 
[image: image1688.wmf]()

st

. 

      7. Определить натяжения тросов в начальный момент времени (при 
[image: image1689.wmf]0

t

=

. 

Варианты схем и зависимость вращающего момента от времени приведены в Таблице 3. 





Задание 5
      При равновесии системы, изображенной на Рис.8.3, стержень 
[image: image1690.wmf]OA

 вертикален. Пружина и стержни 
[image: image1691.wmf]AD

 и 
[image: image1692.wmf]EL

 горизонтальны. Крепления в точках 
[image: image1693.wmf]ABDE

,,,

 и 
[image: image1694.wmf]L

 шарнирные. Стержень 
[image: image1695.wmf]OA

, каток 2 и сдвоенный блок 3 – сплошные однородные тела. Осевой момент инерции блока 3 вычисляется по формуле 



[image: image1696.wmf]2
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где 
[image: image1697.wmf]3

r

 – внутренний радиус блока. Схемы соединений, массы тел и жесткости пружин приведены в Таблице 4. Величины 
[image: image1698.wmf]ma

,

 и 
[image: image1699.wmf]c

 считаются заданными. Каток 2 катится по поверхности без скольжения. 

[image: image1748.png]Puc. 7.29



       1. Определить закон движения 
[image: image1700.wmf]()

xt

 груза 4 при малых колебаниях системы, если в начальный момент времени этот груз отклонили по вертикали от положения равновесия на 
[image: image1701.wmf]o

x

 и отпустили без начальной скорости. Силами сопротивления пренебречь. 

      2. Вычислить статические удлинения пружин. 


Варианты схем приведены в Таблице 4. 
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